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$EVW U DF W � ,W LV VWLOO X Q N Q RZ Q Z K HWK HU WK H LQ Y HU VH RI DQ LQ Y HU WLE OH N�S DU DQ RU �
P DO RS HU DWRU LV Q RU P DORLG � DQ G VR Z K HWK HU D N�S DU DQ RU P DO RS HU DWRU LV WRWDOO\
K HU HG LWDU LO\ Q RU P DORLG � : H S U RY LG H VX r FLHQ W FRQ G LWLRQ V IRU WK H LQ Y HU VH RI DQ
LQ Y HU WLE OH N�S DU DQ RU P DO RS HU DWRU WR E H N�S DU DQ RU P DO�

�� 3U HO LP LQDU LHV

/HW %>+@ VWDQG IRU WKH %DQDFK DOJHEUD RI DOO ERXQGHG OLQHDU WUDQVIRUPDWLRQV RI
D QRQ]HUR FRPSOH[ +LOEHUW VSDFH + LQWR LWVHOI� %\ DQ RSHUDWRU ZH PHDQ DQ HOHPHQW
IURP %>+@� ,I 7 OLHV LQ %>+@� WKHQ 7 e LQ %>+@ GHQRWHV WKH DGMRLQW RI ;� 7KH
UDQJH DQG NHUQHO RI 7 � %>+@ ZLOO EH GHQRWHG E\ 5�7 � DQG 1 �7 �� UHVSHFWLYHO\�
%\ D FRQWUDFWLRQ ZH PHDQ DQ RSHUDWRU 7 � %>+@ VXFK WKDW N7N x �� $Q LVRPHWU\
LV D FRQWUDFWLRQ 7 VXFK WKDW N7[N  N[N IRU HYHU\ [ � +� ,I ERWK 7 DQG 7 e DUH
LVRPHWULHV� WKHQ 7 LV D XQLWDU\ RSHUDWRU� $ FRQWUDFWLRQ LV VDLG WR EH FRPSOHWHO\
QRQXQLWDU\ LI LW KDV QR XQLWDU\ GLUHFW VXPPDQG� )RU DQ\ FRQWUDFWLRQ 7 WKH VHTXHQFH
RI SRVLWLYH QXPEHUV IN7Q[NJ LV GHFUHDVLQJ �WKXV FRQYHUJHQW� IRU HYHU\ [ � +� $
FRQWUDFWLRQ 7 LV RI FODVV & �c LI LW LV VWURQJO\ VWDEOH� WKDW LV� LI IN7

Q[NJ FRQYHUJHV
WR ]HUR IRU HYHU\ [ � +� DQG RI FODVV & �c LI IN7Q[NJ GRHV QRW FRQYHUJH WR ]HUR IRU
HYHU\ QRQ]HUR [ � +� ,W LV RI FODVV & c� RU RI FODVV & c� LI LWV DGMRLQW 7 e LV RI FODVV & �c
RU & �c� UHVSHFWLYHO\� OHDGLQJ WR WKH 1DJ\^)RLD|V FODVVHV RI FRQWUDFWLRQV & ��� & ��� & ��

DQG & �� >��� S� ��@�

7KH FODVVHV RI VXEQRUPDO DQG K\SRQRUPDO RSHUDWRUV ZHUH LQWURGXFHG PRUH WKDQ
KDOI D FHQWXU\ DJR E\ 3DXO +DOPRV LQ >��@� 6LQFH WKHQ� WKHVH KDYH EHHQ FRQVLGHUHG
LQ FXUUHQW OLWHUDWXUH DORQJ ZLWK D P\ULDG RI FODVVHV RI FORVH WR QRUPDO RSHUDWRUV�:H
VKDOO EH FRQFHUQHG ZLWK MXVW D IHZ RI WKHVH ZHOO�NQRZQ FODVVHV RI RSHUDWRUV WKDW SURS�
HUO\ LQFOXGH WKH K\SRQRUPDOV� $Q RSHUDWRU 7 LV GRPLQDQW LI� IRU HDFK y � &� WKHUH
H[LVWV D UHDO QXPEHU0y VXFK WKDW N�y, b 7 �e[N x 0yN�y, b 7 �[N IRU HYHU\ [ � +
RU� HTXLYDOHQWO\� LI5�y, b 7 � v 5�y, b 7 e�� DQG LW LV FDOOHG0 �K\SRQRUPDO LI WKHUH
H[LVWV D UHDO QXPEHU0 y � VXFK WKDW� IRU DOO y � &� N�y, b 7 �e[N x 0N�y, b 7 �[N
IRU HYHU\ [ � +� $ K\SRQRUPDO LV SUHFLVHO\ D ��K\SRQRUPDO RSHUDWRU �L�H�� DQ RS�
HUDWRU 7 VXFK WKDW 7 7 e x 7 e7 RU� HTXLYDOHQWO\� N�y, b 7 �e[N x N�y, b 7 �[N IRU
HYHU\ y � & DQG HYHU\ [ � +�� $V XVXDO� SXW M7 M  �7 e7 �

�
� � WKH DEVROXWH YDOXH RI

7� $ S�K\SRQRUPDO LV DQ RSHUDWRU 7 VXFK WKDW M7 eM�S x M7 M�S IRU VRPH UHDO QXP�
EHU � � S x �� $JDLQ� D K\SRQRUPDO LV SUHFLVHO\ D ��K\SRQRUPDO� $Q RSHUDWRU 7 LV
N�TXDVLK\SRQRUPDO LI 7 eN�7 e7 b 7 7 e�7 N y 2 IRU VRPH LQWHJHU N y �� DQG TXDVL�

S�K\SRQRUPDO �DOVR FDOOHG S�TXDVLK\SRQRUPDO� LI 7 e�M7 M�S b M7 eM�S�7 y 2 IRU VRPH

' DW H� $ S U LO �� ����� U HY LVHG � - X O\ �� �����
���� 0DW KHPDW LFV 6 XEMHFW & ODVVLpFDW LRQ � 3 U LP DU \ ��$ ��� 6 HFRQ G DU \ ��% ���
. H\ Z RU GV� N�S DU DQ RU P DO RS HU DWRU V� Q RU P DORLG RS HU DWRU V�

�
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UHDO � � S x �� $ TXDVLK\SRQRUPDO LV D ��TXDVLK\SRQRUPDO RU D TXDVL���K\SRQRUPDO
RSHUDWRU RU� HTXLYDOHQWO\� DQ RSHUDWRU 7 VXFK WKDW M7 M� x M7 �M�� DQG VR D VHPL�TXDVL�

K\SRQRUPDO LV DQ RSHUDWRU 7 VXFK WKDW M7 M� x M7 �M �DOVR FDOOHG FODVV $ RU FODVV 8 ��
$Q RSHUDWRU 7 LV N�SDUDQRUPDO LI N7[NN � � x N7 N � �[NN[NN IRU VRPH LQWHJHU Ny�
DQG HYHU\ [ � +� (TXLYDOHQWO\� 7 LV N�SDUDQRUPDO LI N7[NN � � x N7 N � �[N IRU VRPH
LQWHJHU Ny� DQG HYHU\ XQLW YHFWRU [ � + �L�H�� IRU HYHU\ [ � + VXFK WKDW N[N  ���
$ SDUDQRUPDO LV VLPSO\ D ��SDUDQRUPDO RSHUDWRU�

6HH >�@� >�@� >�@� >��@� >��@� >��@� >��@ DQG >��@ IRU SURSHUWLHV RI RSHUDWRUV EHORQJLQJ
WR WKH DERYH FODVVHV� 5HFDOO WKDW D SDUDQRUPDO RSHUDWRU LV N�SDUDQRUPDO IRU HYHU\
SRVLWLYH LQWHJHU N �VHH H�J�� >��� S� ���@ RU >��� 3UREOHP ����@�� DQG VR DQ RSHUDWRU
LV SDUDQRUPDO LI DQG RQO\ LI LW LV N�SDUDQRUPDO IRU HYHU\ Ny�� 7KH GLDJUDP EHORZ
VXPPDUL]HV WKH UHODWLRQVKLS DPRQJ WKHVH FODVVHV�

S�K \ S RQ RU P DO � T X DVL�S�K \ S RQ RU P DO

� � � 	 �

K \ S RQ RU P DO � T X DVLK \ S RQ RU P DO � VHP L�T X DVLK \ S RQ RU P DO � S DU DQ RU P DO � N�S DU DQ RU P DO

	 	
0�K \ S RQ RU P DO N�T X DVLK \ S RQ RU P DO

	
G RP LQ DQ W

)RU WKH QRQWULYLDO LPSOLFDWLRQV LQ WKH FHQWUDO URZ �IURP K\SRQRUPDO WKURXJK N�
SDUDQRUPDO� VHH H�J�� >��� S� ��@� 7KRVH LQ � DQG � FDQ EH IRXQG LQ >�@^>��@ DQG >�@�
UHVSHFWLYHO\� 7KH UHPDLQLQJ LPSOLFDWLRQV DUH HLWKHU UHDGLO\ YHULpHG RU WULYLDO�

�� ,QW U RGXF W LRQ

:KDW DOO WKH DERYH FODVVHV KDYH LQ FRPPRQ EHVLGHV LQFOXGLQJ WKH K\SRQRUPDO
RSHUDWRUV" 3XWQDP >��@ JDYH WKH pUVW SURRI WKDW FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ K\SRQRUPDO
FRQWUDFWLRQV DUH RI FODVV & c� �DOVR VHH >��@�� 7KLV ZDV H[WHQGHG WR SDUDQRUPDO FRQ�
WUDFWLRQV LQ >��@ DQG WR GRPLQDQW FRQWUDFWLRQV LQ >��@ �DOVR VHH >�@� >��@� DQG WKH
UHIHUHQFHV WKHUHLQ�� 7KLV ZDV IXUWKHU H[WHQGHG WR ERWK N�SDUDQRUPDO DQG N�TXDVL�
K\SRQRUPDO FRQWUDFWLRQV LQ >�@� 7KHUHIRUH� HYHU\ FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ FRQWUDFWLRQ
LQ DQ\ RI WKRVH FODVVHV DSSHDULQJ LQ WKH GLDJUDP RI 6HFWLRQ � LV RI FODVV & c� _ DOO RI
WKHP DUH LQFOXGHG LQ WKH XQLRQ RI GRPLQDQW� N�TXDVLK\SRQRUPDO DQG N�SDUDQRUPDO
FRQWUDFWLRQV�:H VKRZ WKDW LQ WKLV VHQVH �WKDW LV� LQ WKH VHQVH WKDW FRPSOHWHO\ QRQ�
XQLWDU\ FRQWUDFWLRQV DUH RI FODVV & c�� WKH GLDJUDP RI 6HFWLRQ � LV WLJKW HQRXJK�
3RVLQRUPDO RSHUDWRUV �GHpQHG LQ 6HFWLRQ �� FRPSULVH D FODVV WKDW SURSHUO\ LQFOXGHV
WKH GRPLQDQW RSHUDWRUV� +HUHGLWDULO\ QRUPDORLG RSHUDWRUV �GHpQHG LQ 6HFWLRQ ��
FRPSULVH D FODVV WKDW SURSHUO\ LQFOXGHV WKH N�SDUDQRUPDO RSHUDWRUV� :H H[KLELW LQ
6HFWLRQ � D FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ SRVLQRUPDO FRQWUDFWLRQ DQG D FRPSOHWHO\ QRQ�
XQLWDU\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG FRQWUDFWLRQ WKDW DUH QRW RI FODVV & c��

,W LV NQRZQ WKDW HYHU\ N�SDUDQRUPDO RSHUDWRU LV KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG �HYHU\
SDUW RI LW LV QRUPDORLG�� DQG WKDW D SDUDQRUPDO RSHUDWRU �L�H�� D ��SDUDQRUPDO
RSHUDWRU� LV WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG �LW LV KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG DQG HYHU\
LQYHUWLEOH SDUW RI LW KDV D QRUPDORLG LQYHUVH�� +RZHYHU LW UHPDLQV DV DQ RSHQ TXHVWLRQ
ZKHWKHU WKH LQYHUVH RI DQ LQYHUWLEOH N�SDUDQRUPDO RSHUDWRU IRU N y � LV QRUPDORLG�
DQG VR ZKHWKHU D N�SDUDQRUPDO RSHUDWRU IRU N y � LV WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG�
6XrFLHQW FRQGLWLRQV IRU DQ LQYHUWLEOH N�SDUDQRUPDO RSHUDWRU WR KDYH D N�SDUDQRUPDO
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LQYHUVH DUH JLYHQ LQ 7KHRUHPV � DQG � RI 6HFWLRQ �� DQG KHQFH IRU D N�SDUDQRUPDO
RSHUDWRU WR EH WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG�

�� ,QW HU P HGLDW H 5HVXO W V� N�3DU DQRU P DO

5HFDOO WKDW D SDUW 7 M0 RI DQ RSHUDWRU 7 LV D UHVWULFWLRQ RI LW WR DQ LQYDULDQW VXE�
VSDFH0� DQG WKDW DQ RSHUDWRU 7 LV QRUPDORLG LI LWV VSHFWUDO UDGLXV FRLQFLGHV ZLWK
LWV QRUP �L�H�� LI U�7 �  N7N� RU� HTXLYDOHQWO\� LI N7QN  N7NQ IRU HYHU\ QRQQHJD�
WLYH LQWHJHU Q� $Q RSHUDWRU LV KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG LI HYHU\ SDUW RI LW �LQFOXGLQJ
LWVHOI� LV QRUPDORLG �DOVR FDOOHG LQYDULDQW QRUPDORLG >��� S� ���@� DQG WRWDOO\ KHUHGL�

WDULO\ QRUPDORLG LI LW LV KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG DQG WKH LQYHUVH RI HYHU\ LQYHUWLEOH
SDUW RI LW �LQFOXGLQJ LWV RZQ LQYHUVH LI LW LV LQYHUWLEOH� LV QRUPDORLG >�@� 3DUDQRUPDO
RSHUDWRUV DUH WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG �ZKLFK DUH WULYLDOO\ KHUHGLWDULO\ QRU�
PDORLG� DQG WDXWRORJLFDOO\ QRUPDORLG�� DQG DOO WKHVH LQFOXVLRQV DUH SURSHU �FI� >�@��
:H VWDUW ZLWK D QHZ� VKRUW DQG VLPSOH SURRI RI D SURSRVLWLRQ WKDW H[WHQGV WKH ULJKW
HQG RI WKH DERYH GLDJUDP� DVVHUWLQJ WKDW N�SDUDQRUPDO RSHUDWRUV DUH KHUHGLWDULO\
QRUPDORLG� DV IROORZV�

WRWDOO\ K HU HG LWDU LO\ Q RU P DORLG

� 	
S DU DQ RU P DO � N�S DU DQ RU P DO � K HU HG LWDU LO\ Q RU P DORLG � Q RU P DORLG

)RU D GLoHUHQW SURRI VHH >��� S� ���^���@��

3URSRVLWLRQ �� (YHU\ N�SDUDQRUPDO RSHUDWRU LV KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG�

3URRI� 7KH SURRI LV VSOLW LQWR WZR SDUWV�

�D� (YHU\ N�SDUDQRUPDO RSHUDWRU LV QRUPDORLG�

�E� (YHU\ SDUW RI D N�SDUDQRUPDO RSHUDWRU LV DJDLQ N�SDUDQRUPDO�

3URRI RI �D�� /HW 7 � 2 LQ %>+@ EH N�SDUDQRUPDO VR WKDW� IRU VRPH LQWHJHU Ny��

N7[NN � � x N7 N � �[NN[NN IRU HYHU\ [ � +�

7DNH DQ\ LQWHJHU M y�� 2EVHUYH WKDW

N7 M[NN � � x N7 N � MNN7 Mb�NNN[NN � �

IRU HYHU\ [ � +� ZKLFK LPSOLHV N7 MNN � � x N7 N � MNN7 Mb�NN� 6XSSRVH N7 MN  N7NM

IRU VRPH My� �ZKLFK KROGV WDXWRORJLFDOO\ IRU M  ��� 7KHQ� E\ WKH DERYH LQHTXDOLW\�

N7N�N � ��M  �N7NM�N � �  N7 MNN � � x N7 N � MNN7 Mb�NN x N7 N � MNN7N�Mb��N�

DQG WKHUHIRUH
N7 N � MN  N7NN � M �

7KXV� E\ LQGXFWLRQ� N7 �� MNN  N7N�� MN IRU HYHU\ My�� 7KLV \LHOGV D VXEVHTXHQFH

I7Q � J RI I7QJ� VD\ 7Q �  7 �� MN� VXFK WKDW OLPM N7Q � N
�
� �  OLPM�N7NQ � �

�
� �  N7N�

6LQFH IN7QN
�
� J LV D FRQYHUJHQW VHTXHQFH WKDW FRQYHUJHV WR WKH VSHFWUDO UDGLXV RI 7

�%HXUOLQJ^*HOIDQG IRUPXOD IRU WKH VSHFWUDO UDGLXV�� DQG VLQFH LW KDV D VXEVHTXHQFH
WKDW FRQYHUJHV WR N7N� LW IROORZV WKDW U�7 �  N7N� ZKLFK PHDQV WKDW 7 LV QRUPDORLG�

3URRI RI �E�� ,I 0 LV D 7 �LQYDULDQW VXEVSDFH� WKHQ� IRU HYHU\ X LQ 0�

N7 M0 XNN � �  N7XNN � � x N7 N � �XNNXNN  N�7 M0 �
N � �XNNXNN�
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DQG VR 7 M0 LV N�SDUDQRUPDO ZKHQHYHU 7 � %>+@ LV N�SDUDQRUPDO IRU VRPH Ny��

2EVHUYH WKDW N�SDUDQRUPDOLW\ DQG QRUPDORLGQHVV DUH FORVHG XQGHU QRQ]HUR VFDO�
LQJ �L�H�� IRU HYHU\ o � �� o7 LV N�SDUDQRUPDO RU QRUPDORLG LI DQG RQO\ LI 7 LV��
DQG VR LV KHUHGLWDULO\ DQG WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLGQHVV �VLQFH WKH ODWWLFH RI LQ�
YDULDQW VXEVSDFHV DQG LQYHUVLRQ DUH FORVHG XQGHU QRQ]HUR VFDOLQJ�� 0RUHRYHU� VLQFH
DQ\ SRZHU RI D SDUDQRUPDO RSHUDWRU LV SDUDQRUPDO� LW IROORZV WKDW LI WKH SRZHU 7P

IRU VRPH Py� LV SDUDQRUPDO� WKHQ 7PQ LV SDUDQRUPDO IRU HYHU\ Qy�� EXW 7 LWVHOI
PD\ QRW EH SDUDQRUPDO�

+RZHYHU LI 7 N � � LV D PXOWLSOH RI DQ LVRPHWU\ IRU VRPH Ny� �L�H��LI
N7 N � �[N  N7NN � �N[N IRU HYHU\ [ � +� WKHQ 7 LV N�SDUDQRUPDO �

,QGHHG� LQ WKLV FDVH� N7[NN � � x N7NN � �N[NN � �  N7 N � �[NN[NN IRU HDFK [ � +�
1RWH WKDW LI 7 N � � LV D PXOWLSOH RI DQ LVRPHWU\ WKHQ 7 N � � LV SDUDQRUPDO� VLQFH LVRPH�
WULHV DUH K\SRQRUPDO _ TXDVLQRUPDO� DFWXDOO\ _ DQG VR 7 N � � LV M�SDUDQRUPDO IRU
HYHU\ My�� )XUWKHU FRQGLWLRQV IRU N�SDUDQRUPDOLW\ DUH JLYHQ LQ WKH QH[W OHPPDV�

/HPPD �� 7DNH DQ\ 7 � %>+@ DQG DQ DUELWUDU\ LQWHJHU Ny�� 6XSSRVH HLWKHU

��� N7 N[NN � � x N7 N � �[NN

RU

��� N7 N[NN7[N x N7 N � �[N

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� ,I 7 LV �N����SDUDQRUPDO� WKHQ 7 LV N�SDUDQRUPDO�

&RQYHUVHO\� VXSSRVH HLWKHU

���� N7 N � �[NN x N7 N[NN � �

RU

���� N7 N � �[N x N7 N[NN7[N

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� ,I 7 LV N�SDUDQRUPDO� WKHQ 7 LV �N����SDUDQRUPDO�

3URRI� 7DNH DQ RSHUDWRU 7 � %>+@ DQG DQ LQWHJHU Ny�� 6XSSRVH 7 LV �N����SDUD�
QRUPDO �L�H�� N7[NN x N7 N[N IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +�� ,I ��� KROGV WUXH� WKHQ

N7[NN�N � �� x N7 N[NN � � x N7 N � �[NN�

DQG� LI ��� KROGV WUXH� WKHQ

N7[NN � �  N7[NNN7[N x N7 N[NN7[N x N7 N � �[N�

DQG VR� LQ ERWK FDVHV� N7[NN � � x N7 N � �[N IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� ZKLFK PHDQV
WKDW 7 LV N�SDUDQRUPDO� &RQYHUVHO\� VXSSRVH 7 LV N�SDUDQRUPDO �L�H�� N7[NN � � x
N7 N � �[N IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +�� ,I ���� KROGV WUXH� WKHQ

N7[NN�N � �� x N7 N � �[NN x N7 N[NN � ��

DQG� LI ���� KROGV WUXH� WKHQ

N7[NN7[NN  N7[NN � � x N7 N � �[N x N7 N[NN7[N�

DQG VR� LQ ERWK FDVHV� N7[NN x N7 N[N IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� ZKLFK PHDQV
WKDW 7 LV �N����SDUDQRUPDO�
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:H DVVXPH LQ ��� RI /HPPD � EHORZ WKDW 7 N � � LV LQMHFWLYH� ,I 7 LV N�SDUDQRUPDO�
WKHQ WKLV PHDQV WKDW 7 LV LQMHFWLYH LWVHOI EHFDXVH IRU D N�SDUDQRUPDO RSHUDWRU ZH
KDYH 1 �7 N � �� v 1 �7 �� $ VLPLODU REVHUYDWLRQ KROGV IRU ��� LQ /HPPD ��

/HPPD �� 7DNH DQ\ 7 � %>+@ DQG DQ DUELWUDU\ LQWHJHU Ny�� ,I

��� N7 N[NN � � x N7 N � �[NN

DQG

��� � � N7 N � �[NNb� DQG N7[NN � �N7 N � �[NNb� x N7 N[NN � �

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� WKHQ 7 LV N�SDUDQRUPDO� &RQYHUVHO\� LI 7 LV N�SDUD�

QRUPDO DQG

���� N7 N[NN � � x N7[NN � �N7 N � �[NNb�

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� WKHQ ��� KROGV IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +�

3URRI� ,I ��� DQG ��� KROG WUXH� WKHQ � � N7 N � �[NNb� DQG

N7[NN � �N7 N � �[NNb� x N7 N[NN � � x N7 N � �[NN  N7 N � �[NNb�N7 N � �[N�

DQG VR
N7[NN � � x N7 N � �[N

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� &RQYHUVHO\ LI ���� DQG WKH DERYH LQHTXDOLW\ KROG WUXH
IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� WKHQ

N7 N[NN � � x N7[NN � �N7 N � �[NNb� x N7 N � �[NN7 N � �[NNb�  N7 N � �[NN�

DQG VR ��� KROGV WUXH IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +�

/HPPD �� 7DNH DQ\ 7 � %>+@ DQG DQ DUELWUDU\ LQWHJHU Ny�� ,I

���� N7 N � �[NN x N7 N[NN � �

DQG

��� � � N7 N[N DQG N7 N[NN7[N x N7 N � �[N

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� WKHQ 7 LV ERWK �N����SDUDQRUPDO DQG N�SDUDQRUPDO�

&RQYHUVHO\� LI 7 LV HLWKHU �N����SDUDQRUPDO RU N�SDUDQRUPDO DQG

���� N7 N � �[N x N7 N[NN7[N

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� WKHQ ���� KROGV IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +�

3URRI� ,I ���� DQG ��� KROG WUXH� WKHQ � � N7 N[N DQG

N7 N[NNN7[NN x N7 N � �[NN x N7 N[NN � �  N7 N[NNN7 N[N�

DQG KHQFH
N7[NN x N7 N[N

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � + VR WKDW 7 LV �N����SDUDQRUPDO� %XW LI 7 LV �N����SDUD�
QRUPDO DQG ��� KROGV� WKHQ /HPPD � VD\V WKDW 7 LV N�SDUDQRUPDO� &RQYHUVHO\ LI
���� DQG WKH DERYH LQHTXDOLW\ KROG WUXH IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � + �L�H�� LI 7 LV
�N����SDUDQRUPDO DQG ���� KROG WUXH�� WKHQ
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N7 N � �[NN x N7 N[NNN7[NN x N7 N[NNN7 N[N  N7 N[NN � �

DQG VR ���� KROGV WUXH IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� %XW LI 7 LV N�SDUDQRUPDO DQG
���� KROGV� WKHQ /HPPD � VD\V WKDW 7 LV �N����SDUDQRUPDO� DQG VR ���� KROGV E\ WKH
DERYH DUJXPHQW�

/HPPD �� 7DNH DQ\ 7 � %>+@ DQG DQ DUELWUDU\ LQWHJHU Ny�� ,I

��� N7 N[NN � � x N7 N � �[NN

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� DQG LI 7 N � � LV �N����SDUDQRUPDO� WKHQ 7 N LV N�SDUD�

QRUPDO� &RQYHUVHO\� LI

���� N7 N � �[NN x N7 N[NN � �

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� DQG LI 7 N LV N�SDUDQRUPDO� WKHQ 7 N � � LV �N����SDUD�
QRUPDO�

3URRI� ,I ��� KROGV WUXH� DQG LI 7 N � � LV �N����SDUDQRUPDO� WKHQ

N7 N[NN � � x N7 N � �[NN x N7 �N � ��N[N  N7 N�N � ��[N

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� ZKLFK HQVXUHV WKDW 7 N LV N�SDUDQRUPDO� &RQYHUVHO\� ,I
���� KROGV WUXH� DQG LI 7 N LV N�SDUDQRUPDO� WKHQ

N7 N � �[NN x N7 N[NN � � x N7 N�N � ��[N  N7 �N � ��N[N

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� ZKLFK HQVXUHV WKDW 7 N � � LV �N����SDUDQRUPDO�

�� 0 DLQ 5HVXO W V� ,QYHU W LEO H N�3DU DQRU P DO

1RWH WKDW HYHU\ RSHUDWRU LV WULYLDOO\ ��SDUDQRUPDO VLQFH WKH LQHTXDOLW\ WKDW GH�
pQHV D N�SDUDQRUPDO KROGV WULYLDOO\ IRU HYHU\ RSHUDWRU 7 � %>+@ LI ZH VHW N  ��

7KHRUHP �� ,I 7 � %>+@ LV DQ LQYHUWLEOH N�SDUDQRUPDO RSHUDWRU IRU VRPH LQWHJHU

Ny�� DQG LI LWV LQYHUVH LV �N����SDUDQRUPDO� WKHQ 7b� LV N�SDUDQRUPDO�

3URRI� /HW 7 � %>+@ EH DQ LQYHUWLEOH RSHUDWRU� ,I 7 LV N�SDUDQRUPDO� WKHQ

N7 M[NN � �  N7 7 Mb�[NN � � x N7 N � ��7 Mb�[�NN7 Mb�[NN  N7 N � M[NN7 Mb�[NN

IRU HYHU\ [ � + DQG HYHU\ LQWHJHU M � =� 6XPPLQJ XS� IRU HDFK LQWHJHU M � =�

�e� N7 M[NN � � x N7 N � M[NN7 Mb�[NN

IRU HYHU\ [ � +� 3XW M  bN LQ �e� DQG JHW N7bN[NN � � x N[NN7b�N � ��[NN IRU HYHU\
[ � +� (TXLYDOHQWO\�

��e� N7bN[NN � � x N7b�N � ��[NN

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� 7KXV WKH LQHTXDOLW\ ��� LQ /HPPD � KROGV IRU 7b�� DQG
VR /HPPD � HQVXUHV WKDW� LI 7b� LV �N����SDUDQRUPDO� WKHQ 7b� LV N�SDUDQRUPDO�
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5HPDUN �� ,I 7 � %>+@ LV DQ LQYHUWLEOH N�SDUDQRUPDO IRU VRPH Ny�� WKHQ

N7 N[Nb� x N7b�[NN

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � + DQG WKHUHIRUH� LI 7b� LV �N����SDUDQRUPDO �ZKLFK FRP�
SOHWHV WKH K\SRWKHVLV LQ 7KHRUHP ��� WKHQ

N7 N[Nb� x N7b�[NN x N7bN[N

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� ,QGHHG� LI 7 LV DQ LQYHUWLEOH N�SDUDQRUPDO� WKHQ WKH
LQHTXDOLW\ �e� LQ WKH SURRI RI 7KHRUHP � KROGV IRU HYHU\ [ � + DQG HYHU\ M � =�
3XW M  � LQ �e� DQG JHW N[NN � � x N7 N[NN7b�[NN IRU HYHU\ [ � +� (TXLYDOHQWO\�
N7 N[Nb� x N7b�[NN IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +�

7KH QH[W UHVXOW LV DQ LPPHGLDWH FRQVHTXHQFH RI 7KHRUHP ��

&RUROODU\ �� ,I DQ RSHUDWRU 7 � %>+@ LV LQYHUWLEOH DQG N�SDUDQRUPDO IRU HYHU\ LQ�

WHJHU L x N x M� IRU VRPH LQWHJHUV � x L x M� DQG LI LWV LQYHUVH LV �Lb���SDUDQRUPDO�

WKHQ 7b� LV N�SDUDQRUPDO IRU HYHU\ LQWHJHU Lb � x N x M�

7KHRUHP �� ,I 7 � %>+@ LV DQ LQYHUWLEOH N�SDUDQRUPDO IRU VRPH Ny�� DQG LI

���� N7 N[NN � � x N7[NN � �N7 N � �[NNb�

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU [ � +� WKHQ 7b� LV N�SDUDQRUPDO�

3URRI� ,I 7 LV DQ LQYHUWLEOH N�SDUDQRUPDO� WKHQ ��� RI /HPPD � KROGV IRU 7b��

��e� N7bN\NN � � x N7b�N � ��\NN

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU \ � + �FI� SURRI RI 7KHRUHP ��� 1RZ ���� LV HTXLYDOHQW WR

N7 N[NN � �N[NNb� x N7[NN � �N7 N � �[NNb�

IRU HYHU\ [ � +� 6LQFH 7 N � � LV LQYHUWLEOH� WDNH DQ\ \ LQ +  5�7 N � �� VR WKDW \  
7 N � �[ IRU VRPH [ LQ +� DQG KHQFH [  7b�N � ��\� 7KXV� E\ WKH DERYH LQHTXDOLW\�

N7b�\NN � �N7b�N � ��\NNb� x N7bN\NN � �N\NNb�

IRU HYHU\ \ � +� ZKLFK LV HTXLYDOHQW WR

��e� N7b�\NN � �N7b�N � ��\NNb� x N7bN\NN � �

IRU HYHU\ XQLW YHFWRU \ � +� 6LQFH 7b�N � �� LV LQYHUWLEOH� WKXV LQMHFWLYH� LW IROORZV
E\ /HPPD � WKDW ��e� DQG ��e� LPSO\ WKDW 7b� LV N�SDUDQRUPDO�

7KHUHIRUH� DFFRUGLQJ WR 3URSRVLWLRQ �� WKH VXEFODVV RI DOO N�SDUDQRUPDO RSHUDWRUV
VXFK WKDW WKHLU LQYHUWLEOH SDUWV �ZKLFK DUH N�SDUDQRUPDO� VDWLVI\ HLWKHU WKH K\SRWK�
HVLV RI 7KHRUHP � RU FRQGLWLRQ ���� LQ 7KHRUHP � DUH LQFOXGHG LQ WKH FODVV RI WKH
WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG RSHUDWRUV�



� &� 6 � . 8%586 / < $1' %�3� ' 8**$/

5HPDUN �� 3XW N  � LQ 7KHRUHP � DQG UHFDOO WKDW HYHU\ RSHUDWRU LV ��SDUDQRUPDO�
6LPLODUO\� LI N  � LQ 7KHRUHP �� WKHQ ���� KROGV WULYLDOO\� 7KXV 7KHRUHPV � DQG �
VKRZ� LQ SDUWLFXODU �DQG ZLWK GLoHUHQW SURRIV�� WKDW WKH LQYHUVH RI D SDUDQRUPDO RS�
HUDWRU LV DJDLQ SDUDQRUPDO� 7KHUHIRUH� DQ LPPHGLDWH SDUWLFXODU FDVH RI 7KHRUHPV
� DQG � �FI� 3URSRVLWLRQ �� OHDGV WR WKH NQRZQ UHVXOW WKDW HYHU\ SDUDQRUPDO RSHUD�

WRU LV WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG � 0RUHRYHU� VLQFH DQ RSHUDWRU LV SDUDQRUPDO LI
DQG RQO\ LI LW LV N�SDUDQRUPDO IRU HYHU\ Ny�� LW IROORZV WKDW LI 7 LV DQ LQYHUWLEOH
SDUDQRUPDO RSHUDWRU� WKHQ ERWK 7 DQG 7b� DUH N�SDUDQRUPDO IRU HYHU\ Ny��

2SHQ TXHVWLRQV� 6XSSRVH N y �� ,V WKH LQYHUVH RI HYHU\ LQYHUWLEOH N�SDUDQRUPDO

RSHUDWRU QRUPDORLG" (TXLYDOHQWO\ �FI� 3URSRVLWLRQ ��� LV HYHU\ N�SDUDQRUPDO RSHUD�

WRU WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG" ,V WKH LQYHUVH 7b� RI DQ LQYHUWLEOH N�SDUDQRUPDO

RSHUDWRU N�SDUDQRUPDO LI DQG RQO\ LI 7b� LV QRUPDORLG"

�� & RP SO HW HQHVV RI W KH 'LDJU DP RI 6HF W LRQ �

3RVLQRUPDO RSHUDWRUV ZHUH LQWURGXFHG LQ >��@� $Q RSHUDWRU 7 LV SRVLQRUPDO

LI WKHUH H[LVWV D UHDO QXPEHU o VXFK WKDW N7 e[N x oN7[N IRU HYHU\ [ � + RU�
HTXLYDOHQWO\� LI 5�7 � v 5�7 e�� 7KXV

GRPLQDQW � SRVLQRUPDO�

$FWXDOO\� DQ RSHUDWRU 7 LV GRPLQDQW LI DQG RQO\ LI y, b 7 LV SRVLQRUPDO IRU HYHU\
y � &� ,I 7 LV SRVLQRUPDO WKHQ 1 �7 � v 1 �7 e�� DQG WKH FRQYHUVH KROGV LI 5�7 � LV
FORVHG� )RU D VXUYH\ RQ SRVLQRUPDO RSHUDWRUV VHH >��@� 3RVLQRUPDO RSHUDWRUV DUH
QRW QHFHVVDULO\ QRUPDORLG �QRW HYHQ 0 �K\SRQRUPDO DUH QRUPDORLG�� DQG QRUPDORLG
RSHUDWRUV DUH QRW QHFHVVDULO\ SRVLQRUPDO �LQ IDFW� QRW HYHQ SDUDQRUPDO RSHUDWRUV
DUH SRVLQRUPDO� _ VHH H�J�� >��@�

$V ZH VDZ LQ 6HFWLRQ �� DOO RSHUDWRU FODVVHV LQ WKH GLDJUDP RI 6HFWLRQ � KDYH WKH
SURSHUW\ WKDW HYHU\ FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ FRQWUDFWLRQ LV RI FODVV & c�� )LUVW ZH VKRZ
WKDW VXFK D SURSHUW\ FDQQRW EH H[WHQGHG IURP GRPLQDQW WR SRVLQRUPDO FRQWUDFWLRQV�
DQG WKHQ WKDW LW FDQQRW EH H[WHQGHG IURP N�SDUDQRUPDO WR KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG
FRQWUDFWLRQV�

([DPSOH �� 7KHUH H[LVW FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ SRVLQRUPDO FRQWUDFWLRQV WKDW DUH

QRW RI FODVV & c�� )RU LQVWDQFH� FRQVLGHU WKH ELODWHUDO ZHLJKWHG VKLIW

7  VKLIWI�NJ
�
N  b�

RQ C� ZLWK ZHLJKWV �N  � LI N x � DQG �N  
�
� LI N ! �� 7KLV LV DQ LQYHUWLEOH FRQ�

WUDFWLRQ� ,QGHHG� WKH VSHFWUXP RI 7 LV WKH DQQXOXV

��7 �  
j

y � & � �
� x MyM x �

k

DQG N7N  � �FI� >��� S� ��@�� 7KHQ 7 LV SRVLQRUPDO �VLQFH HYHU\ LQYHUWLEOH RSHUDWRU
LV SRVLQRUPDO�� 0RUHRYHU�

4Q

N  � �N  �
�
��

Q � � DV Q � �� ZKLFK PHDQV WKDW WKH

SURGXFW
4�

N  � �N GLYHUJHV WR �� DQG
4�

N  b�
�N  �� +HQFH 7 LV RI FODVV & �� �FI� >��

S� ���@�� DQG VR LW LV QRW RI FODVV & c�� 6LQFH WKH FRQWUDFWLRQ 7 LV VWURQJO\ VWDEOH� LW LV
FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\� 7KXV 7 LV D FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ SRVLQRUPDO FRQWUDFWLRQ
WKDW LV QRW RI FODVV & c� �DQG VR QRW D GRPLQDQW FRQWUDFWLRQ DFFRUGLQJ WR >��@��
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([DPSOH �� 7KHUH H[LVW FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG FRQWUDF�

WLRQV WKDW DUH QRW RI FODVV & c�� ,Q IDFW� OHW

7  VKLIWI�NJ
�
N  b�

EH D ELODWHUDO ZHLJKWHG VKLIW RQ C� ZLWK ZHLJKWV �N  � IRU DOO N H[FHSW IRU N  �
ZKHUH ��  

�
� � 7KLV LV D QRQXQLWDU\ & ���FRQWUDFWLRQ VLPLODU WR D XQLWDU\ RSHUDWRU

>��� S� ��@� 0RUHRYHU� 7 LV DQ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG WKDW LV QRW WRWDOO\ KHUHGLWDULO\
QRUPDORLG� $FWXDOO\� LW LV KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG EHFDXVH HYHU\ & �c�FRQWUDFWLRQ LV >��
3URSRVLWLRQ �@� DQG LW LV QRW WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG EHFDXVH LI DQ RSHUDWRU LV
VLPLODU WR D XQLWDU\ RSHUDWRU� WKHQ LW LV LQYHUWLEOH ZLWK D SRZHU ERXQGHG LQYHUVH� DQG
D WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG FRQWUDFWLRQ LQ & �c ZLWK D SRZHU ERXQGHG LQYHUVH
PXVW EH XQLWDU\ >�� 3URSRVLWLRQ �@� ,I WKH FRQWUDFWLRQ 7 LV QRW FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\
LWVHOI� WKHQ WKHUH H[LVWV D QRQ]HUR VXEVSDFH 0 RI C� WKDW UHGXFHV 7 VR WKDW� E\
WKH ZHOO�NQRZQ 1DJ\^)RLD|V^/DQJHU GHFRPSRVLWLRQ IRU FRQWUDFWLRQV �VHH H�J�� >���
7KHRUHP ���@ RU >��� 7KHRUHP ���@��

7  & j 8 RQ C�  0" j0

ZKHUH 8  7 M0 LV XQLWDU\ DQG &  7 M0
� LV D QRQ]HUR FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ FRQ�

WUDFWLRQ �DFWLQJ RQ D QRQ]HUR VXEVSDFH� EHFDXVH 7 LV QRW XQLWDU\�� ZKLFK LV KHUHGL�
WDULO\ QRUPDORLG �EXW QRW WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG� VLQFH 7 LV� DQG RI FODVV & ��

VLQFH 7 LV� �,QGHHG� &QY  �7 M0
� �QY  7QM0

� Y  7QY� VLPLODUO\� &eQY  7 eQY�
IRU HYHU\ Y � 0"� EHFDXVH 0" UHGXFHV 7 �� 7KXV HLWKHU 7 RU & LV D FRPSOHWHO\
QRQXQLWDU\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG FRQWUDFWLRQ �QRW WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG�
WKDW LV QRW RI FODVV & c� �DQG VR QRW D N�SDUDQRUPDO FRQWUDFWLRQ DFFRUGLQJ WR >�@��

5HFDOO WKH IROORZLQJ VWDQGDUG FRQFHSWV� 7KH GHIHFW RSHUDWRU RI D FRQWUDFWLRQ 7

LV WKH QRQQHJDWLYH FRQWUDFWLRQ �, b 7 e7 �
�
� � $ 7 �LQYDULDQW VXEVSDFH0 LV D QRUPDO

VXEVSDFH IRU 7 LI WKH UHVWULFWLRQ 7 M0 RI 7 WR 0 LV D QRUPDO RSHUDWRU LQ %>0@�
7KH FODVV RI DOO RSHUDWRUV IRU ZKLFK QRUPDO VXEVSDFHV DUH UHGXFLQJ FKDUDFWHUL]HV
D FODVV RI RSHUDWRUV WKDW OLHV EHWZHHQ WKH GRPLQDQW DQG WKH SRVLQRUPDO RSHUDWRUV�
,QGHHG� HYHU\ QRUPDO VXEVSDFH IRU D GRPLQDQW RSHUDWRU UHGXFHV LW >��@� DQG HYHU\
RSHUDWRU ZLWK FORVHG UDQJH IRU ZKLFK QRUPDO VXEVSDFHV DUH UHGXFLQJ LV SRVLQRUPDO
>��@� :H FORVH WKH SDSHU ZLWK D VXrFLHQW FRQGLWLRQ IRU D FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\
WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG FRQWUDFWLRQ WR EH RI FODVV & c�� ZKLFK LV DQ LPPHGLDWH
FRQVHTXHQFH RI >�� 7KHRUHP �@�

/HW 7 � %>+@ EH D FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ FRQWUDFWLRQ ZLWK D +LOEHUW^6FKPLGW

GHIHFW RSHUDWRU� 6XSSRVH 7 LV WRWDOO\ KHUHGLWDULO\ QRUPDORLG� ,I QRUPDO VXE�

VSDFHV RI 7 UHGXFH 7 � WKHQ 7 LV RI FODVV & c��

$F N QRZ O HGJP HQW

7KH DXWKRUV WKDQN DQ DQRQ\PRXV UHIHUHH IRU FODULI\LQJ WKH LPSOLFDWLRQV FRQFHUQ�
LQJ WKH FODVV RI TXDVL�S�K\SRQRUPDO RSHUDWRUV LQ WKH GLDJUDP RI 6HFWLRQ ��

5HI HU HQF HV

�� + �.� & K D� .�,� 6 K LQ DQ G - �.� .LP � 2Q W KH VXSHU FODVVHV RI TXDVLK\ SRQ RU PDO RSHU DW RU V� - �
.RU HD 6 RF� 0DWK � ( G X F� � ������� ��^���

�� 5�*� 'RX JODV� & DQ RQ LFDO PRGHOV� 7 RS LFV LQ 2S HU DWRU 7 K HRU \ �0DWK HP DWLFDO 6 X U Y H\ V 1 R����
$ P HU � 0DWK � 6 RF�� 3 U RY LG HQ FH� �Q G S U � ������ ���^����
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�� % �3 � 'X JJDO� 2Q GRPLQ DQ W RSHU DW RU V� $ U FK � 0DWK � �% DVHO� �� ������� ���^����
�� % �3 � 'X JJDO� 2Q FKDU DFW HU LVLQ J FRQ W U DFW LRQ V Z LW K &�� SXU H SDU W � ,Q WHJU DO ( T X DWLRQ V 2S HU DWRU

7 K HRU \ �� ������� ���^����

�� % �3 � 'X JJDO DQ G 6 �9 � 'MRU G MHY LwF� * HQ HU DOL] HG : H\ O
V W KHRU HP IRU D FODVV RI RSHU DW RU V VDW LV�

I\ LQ J D Q RU P FRQ GLW LRQ � 0DWK � 3 U RF� 5R\ DO ,U LVK $ FDG � ��� ������� ��^���
�� % �3 � 'X JJDO� 6 �9 � 'MRU G MHY LwF DQ G & �6 � .X E U X VO\ � + HU HGLW DU LO\ Q RU PDORLG FRQ W U DFW LRQ V� $ FWD

6 FL� 0DWK � �6 ]HJHG � �� ������� ���^����
�� % �3 � 'X JJDO DQ G & �6 � .X E U X VO\ � 3 DU DQ RU PDO FRQ W U DFW LRQ V KDYH SU RSHU W \ 3 ) � )DU ( DVW - � 0DWK �

6 FL�� �� ������� ���^����
�� 7 � )X U X WD� ,Q YLW DW LRQ W R / LQ HDU 2SHU DW RU V� 7 D\ ORU DQ G )U DQ FLV� /RQ G RQ � �����
�� 7 � )X U X WD� 0� ,WR DQ G 7 � < DP D]DN L� $ VXEFODVV RI SDU DQ RU PDO RSHU DW RU V LQ FOXGLQ J FODVV RI

ORJ� K\ SRQ RU PDO DQ G VHYHU DO U HODW HG FODVVHV� 6 FL� 0DWK �� � ������� ���^����
��� 9 �,� ,VWU xDW|HVFX � ,Q W U RGXFW LRQ W R / LQ HDU 2SHU DW RU 7 KHRU \ � 0DU FHO 'HN N HU � 1 HZ < RU N � �����

��� 0� ,WR DQ G 7 � < DP D]DN L� 5 HODW LRQ V EHW Z HHQ W Z R LQ HTXDOLW LHV �%
�
�
$S%

�
�
�
�
���	�

y %U DQ G $S y

�$
�
�
%U$

�
�
�
�
���
�

DQ G W KHLU DSSOLFDW LRQ V� ,Q WHJU � ( T X � 2S HU DWRU 7 K HRU \ � �� ������� ���^����

��� 3 �5� + DOP RV� 1 RU PDO GLODW LRQ V DQ G H[W HQ VLRQ V RI RSHU DW RU V� 6 X P P D % U DVLO� 0DWK � � �������
���^����

��� & �6 � .X E U X VO\ � $ Q ,Q W U RGXFW LRQ W R 0RGHOV DQ G ' HFRPSRVLW LRQ V LQ 2SHU DW RU 7 KHRU \ � % LU N �
K �DX VHU � % RVWRQ � �����

��� & �6 � .X E U X VO\ � + LOEHU W 6 SDFH 2SHU DW RU V� % LU N K �DX VHU � % RVWRQ � �����
��� & �6 � .X E U X VO\ DQ G % �3 � 'X JJDO� 2Q SRVLQ RU PDO RSHU DW RU V� $ G Y � 0DWK � 6 FL� $ S S O� �� �������

���^����
��� & �6 � .X E U X VO\ DQ G 3 �& �0� 9 LHLU D� 6 W U RQ J VW DELOLW \ IRU FRK\ SRQ RU PDO RSHU DW RU V� - � 2S HU DWRU

7 K HRU \ �� ������� ���^����
��� .� 2N X E R� 7 KH XQ LW DU \ SDU W RI SDU DQ RU PDO RSHU DW RU V� + RN N DLG R 0DWK � - � � ������� ���^����
��� & �5� 3 X WQ DP � + \ SRQ RU PDO FRQ W U DFW LRQ V DQ G VW U RQ J SRZ HU FRQ YHU JHQ FH� 3 DFLp F - � 0DWK � ��

������� ���^����
��� + �& � 5K DO\ � - U �� 3 RVLQ RU PDO RSHU DW RU V� - � 0DWK � 6 RF� - DS DQ �� ������� ���^����
��� $ �/� 6 K LHOG V� : HLJKW HG VKLIW V RSHU DW RU V DQ G DQ DO\ W LF IXQ FW LRQ W KHRU \ � 7 RS LFV LQ 2S HU DWRU

7 K HRU \ �0DWK HP DWLFDO 6 X U Y H\ V 1 R���� $ P HU � 0DWK � 6 RF�� 3 U RY LG HQ FH� �Q G S U � ������ ��^���E �
��� - �*� 6 WDP S q L DQ G % �/� : DG K Z D� $ Q DV\ PPHW U LF 3 XW Q DP� )XJOHGH W KHRU HP IRU GRPLQ DQ W RS�

HU DW RU V� ,Q G LDQ D 8 Q LY � 0DWK � - � �� ������� ���^����
��� - �*� 6 WDP S q L DQ G % �/� : DG K Z D� 2Q GRPLQ DQ W RSHU DW RU V� 0RQ DWVK � 0DWK � �� ������� ���^����
��� % � 6 ]��1 DJ\ DQ G & � )RLD|V� + DU PRQ LF $ Q DO\ VLV RI 2SHU DW RU V RQ + LOEHU W 6 SDFH� 1 RU WK �+ ROODQ G �

$ P VWHU G DP � �����
��� 7 � < RVK LQ R� 2Q W KH XQ LW DU \ SDU W RI GRPLQ DQ W FRQ W U DFW LRQ V� 3 U RF� - DS DQ $ FDG � 6 HU � $ 0DWK �

6 FL� �� ������� ���^����
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