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$EVW U DF W � ,W LV VK RZ Q WK DW FRQ Y HU JHQ FH RI VHT X HQ FHV RI + LOE HU W VS DFH RS HU D�
WRU V LV S U HVHU Y HG E \ WHQ VRU S U RG X FW DQ G WK H FRQ Y HU VH K ROG V LQ FDVH RI FRQ Y HU �
JHQ FH WR ]HU R X Q G HU WK H VHP LJU RX S DVVX P S WLRQ � ,Q S DU WLFX ODU � X Q OLN H RU G LQ DU \
S U RG X FW RI RS HU DWRU V� Z HDN FRQ Y HU JHQ FH LV S U HVHU Y HG E \ WHQ VRU S U RG X FW� ,W LV
DOVR VK RZ Q WK DW D WHQ VRU S U RG X FW RI RS HU DWRU V LV D X Q LODWHU DO VK LIW LI DQ G RQ O\ LI

LW FRLQ FLG HV Z LWK D WHQ VRU S U RG X FW RI D X Q LODWHU DO VK LIW DQ G DQ LVRP HWU \ � 7 K HVH
U HVX OWV OHDG WR D G HFRP S RVLWLRQ RI D WHQ VRU S U RG X FW RI FRQ WU DFWLRQ V LQ WR DQ
RU WK RJRQ DO G LU HFW VX P RI WHQ VRU S U RG X FWV RI FODVV &��� VWU RQ JO\ VWDE OH WHQ VRU
S U RG X FWV� X Q LODWHU DO VK LIW WHQ VRU S U RG X FWV� DQ G D X Q LWDU \ WHQ VRU S U RG X FW�

�� ,QW U RGXF W LRQ

/HW + DQG . EH QRQ]HUR FRPSOH[ +LOEHUW VSDFHV� :H VKDOO FRQVLGHU WKH FRQFHSW
RI WHQVRU SURGXFW VSDFH LQ WHUPV RI WKH VLQJOH WHQVRU SURGXFW RI YHFWRUV DV D FRQMX�
JDWH ELOLQHDU IXQFWLRQDO RQ WKH &DUWHVLDQ SURGXFW RI + DQG . � �6HH H�J�� >�@� >��@ DQG
>��@ _ IRU DQ DEVWUDFW DSSURDFK VHH H�J�� >�@ DQG >��@�� 7KH VLQJOH WHQVRU SURGXFW RI
[ � + DQG \ � . LV D FRQMXJDWH ELOLQHDU IXQFWLRQDO [n \ � +d . � & GHpQHG E\
�[n \� �X� Y�  K[ �XL K\ � YL IRU HYHU\ �X� Y� � +d . � 7KH FROOHFWLRQ RI DOO �pQLWH�
VXPV RI VLQJOH WHQVRUV [L n \L ZLWK [L � + DQG \L � . � GHQRWHG E\ +n . � LV D FRP�
SOH[ OLQHDU VSDFH HTXLSSHG ZLWK DQ LQQHU SURGXFW K � L � �+n . �d �+n . �� &
GHpQHG� IRU DUELWUDU\
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�WKH VDPH QRWDWLRQ IRU WKH LQQHU SURGXFWV RQ +� . DQG +n . �� %\ DQ RSHUDWRU
ZH PHDQ D ERXQGHG OLQHDU WUDQVIRUPDWLRQ RI D QRUPHG VSDFH LQWR LWVHOI� /HW %>+@�
%>. @ DQG %>+n . @ EH WKH QRUPHG DOJHEUDV RI DOO RSHUDWRUV RQ +� . DQG +n . �
7KH WHQVRU SURGXFW RQ +n . RI WZR RSHUDWRUV 7 LQ %>+@ DQG 6 LQ %>. @ LV WKH
RSHUDWRU 7 n 6 � +n . � +n . GHpQHG E\

�7 n 6�
1;

L �

[L n \L  
1;

L �

7[L n 6\L IRU HYHU\
1;

L �

[L n \L � +n . �

ZKLFK OLHV LQ %>+n . @� 7KH FRPSOHWLRQ RI WKH LQQHU SURGXFW VSDFH +n . � GHQRWHG
E\ + En . � LV WKH WHQVRU SURGXFW VSDFH RI + DQG . � 7KH H[WHQVLRQ RI 7 n 6 RYHU WKH
+LOEHUW VSDFH + En . � GHQRWHG E\ 7 En 6� LV WKH WHQVRU SURGXFW RI 7 DQG 6 RQ WKH
WHQVRU SURGXFW VSDFH� ZKLFK OLHV LQ %>+ En . @� )RU DQ H[SRVLWRU\ SDSHU FRQWDLQLQJ
WKH HVVHQWLDO SURSHUWLHV RI WHQVRU SURGXFWV QHHGHG KHUH� WKH UHDGHU LV UHIHUUHG WR >�@�

' DW H� 0DU FK �� �����
���� 0DW KHPDW LFV 6 XEMHFW & ODVVLpFDW LRQ � 3 U LP DU \ ��$ ��� 6 HFRQ G DU \ ��$ ���
. H\ Z RU GV� 7 HQ VRU S U RG X FW� + LOE HU W VS DFH RS HU DWRU V� FRQ Y HU JHQ FH� G HFRP S RVLWLRQ V�
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,W LV H[KLELWHG LQ 7KHRUHP � D GHFRPSRVLWLRQ RI D WHQVRU SURGXFW FRQWUDFWLRQ
7 En 6 LQWR DQ RUWKRJRQDO GLUHFW VXP RI WHQVRU SURGXFWV RI FODVV & ��� VWURQJO\ VWDEOH
WHQVRU SURGXFWV� XQLODWHUDO VKLIW WHQVRU SURGXFWV� DQG D XQLWDU\ WHQVRU SURGXFW� 7KLV
LV GRQH DIWHU VKRZLQJ LQ 7KHRUHP � WKDW ZHDN� VWURQJ DQG XQLIRUP FRQYHUJHQFHV
DUH SUHVHUYHG E\ WHQVRU SURGXFW� 7KH FDVH RI FRQYHUJHQFH WR ]HUR LV FRQVLGHUHG LQ
7KHRUHP �� DQG WKH FRQYHUVH LV LQYHVWLJDWHG LQ 7KHRUHP � XQGHU WKH VHPLJURXS
DVVXPSWLRQ �L�H�� IRU SRZHU VHTXHQFHV�� 7KH DERYH PHQWLRQHG GHFRPSRVLWLRQ LV DOVR
EDVHG RQ /HPPD �� ZKLFK HQVXUHV WKDW D WHQVRU SURGXFW LV D XQLODWHUDO VKLIW LI DQG
RQO\ LI LW FRLQFLGHV ZLWK D WHQVRU SURGXFW RI D XQLODWHUDO VKLIW DQG DQ LVRPHWU\�

�� & RQYHU JHQF H

$ VHTXHQFH I7QJ RI RSHUDWRUV LQ %>+@ FRQYHUJHV XQLIRUPO\� RU VWURQJO\� RU ZHDNO\
WR DQ RSHUDWRU 7 LQ %>+@ LI N7Q b 7N � �� RU N�7Q b 7 �[N � � IRU HYHU\ [ LQ +� RU
K7Q[ � \L � � IRU HYHU\ [ DQG \ LQ + �HTXLYDOHQWO\� K7Q[ �[L � � IRU HYHU\ [ LQ WKH
FRPSOH[ +LOEHUW VSDFH +�� DQG WKHVH ZLOO EH GHQRWHG E\ 7Q

Xb� 7 � RU 7Q
Vb� 7 � RU

7Q
Zb� 7 � UHVSHFWLYHO\� ,W LV ERXQGHG LI VXSQ N7QN � �� &OHDUO\�

7Q
Xb� 7  � 7Q

Vb� 7  � 7Q
Zb� 7  � VXS

Q

N7QN � ��

7KHRUHP �� /HW I7QJ EH D VHTXHQFH RI RSHUDWRUV LQ %>+@ DQG OHW I6QJ EH D VH�

TXHQFH RI RSHUDWRUV LQ %>. @� /HW 7 DQG 6 EH RSHUDWRUV LQ %>+@ DQG LQ %>. @�

�D� ,I 7Q
Xb� 7 DQG 6Q

Xb� 6� WKHQ 7Q En 6Q
Xb� 7 En 6�

�E� ,I 7Q
Vb� 7 DQG 6Q

Vb� 6� WKHQ 7Q En 6Q
Vb� 7 En 6�

�F� ,I 7Q
Zb� 7 DQG 6Q

Zb� 6� WKHQ 7Q En 6Q
Zb� 7 En 6�

3URRI� 5HFDOO WKDW 7Q n 6Q b 7 n 6  7Q n �6Q b 6� � �7Q b 7 �n 6 IRU HDFK Q�
ZKLFK VWLOO KROGV LIn LV UHSODFHG ZLWK En �VHH H�J�� >�� 3URSRVLWLRQV ��E��E�� ��E��E��@��
�D� ,I N7Q b 7N � 2 �VR WKDW I7QJ LV ERXQGHG� DQG N6Q b 6N � 2� WKHQ

N7Q En 6Q b 7 En 6N x VXS
Q

N7QN N6Q b 6N� N6N N7Q b 7N�

DQG KHQFH N7Q En 6Q b 7 En 6N � �� 7KDW LV� 7Q En 6Q
Xb� 7 En 6�

�E� 7DNH DQ DUELWUDU\
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N�6Q b 6�\LN� N6N
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L �

N\LN
1;
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N�7Q b 7 �[LN�

,I 6Q
Vb� 6 DQG 7Q

Vb� 7 � WKHQ N�7Q n 6Q b 7 n 6�
31

L � [L n \LN � �� DQG VR

7Q n 6Q
Vb� 7 n 6� 0RUHRYHU� I7Q En 6QJ LV ERXQGHG �EHFDXVH VXSQ N7Q En 6QN x

VXSQ N7QN VXSQ N6QN � ��� $V LW LV ZHOO�NQRZQ� LI D VHTXHQFH RI RSHUDWRUV FRQYHUJHV
VWURQJO\ LQ D QRUPHG VSDFH� DQG LI LWV H[WHQVLRQ LV ERXQGHG LQ WKH FRPSOHWLRQ� WKHQ
FRQYHUJHQFH KROGV LQ WKH FRPSOHWLRQ RI WKH VSDFH� 7KXV 7Q En 6Q

Vb� 7 En 6�

�F� 6LPLODUO\� DQG DSSO\LQJ WKH 6FKZDU] LQHTXDOLW\�
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MK�7Q b 7 �[L �[MLM�

7KXV MK�7Q n 6Q b 7 n 6�
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L � [L n \L �
31

L � [L n \LLM � �� ZKHQHYHU 6Q
Zb� 6

DQG 7Q
Zb� 7 � DQG VR 7Q n 6Q

Zb� 7 n 6� 7KH VDPH DUJXPHQW DSSOLHV IRU ZHDN
FRQYHUJHQFH VR WKDW 7Q En 6Q

Zb� 7 En 6�

5HPDUN �� 7KH UHVXOW LQ 7KHRUHP ��F� GRHV QRW PLUURU WKH RUGLQDU\ SURGXFW FRXQ�
WHUSDUW� ,QGHHG� 7Q

Zb� 7 DQG 6Q
Zb� 6 GR QRW LPSO\ 7Q6Q

Zb� 76 �LQ IDFW� HYHQ
7Q

Vb� 7 DQG 6Q
Zb� 6 GR QRW LPSO\ 7Q6Q

Zb� 76�� 6DPSOH� LI 9 LV D XQLODWHUDO
VKLIW� SXW 7 e

Q  6Q  9 Q VR WKDW 7Q
Vb� 2� 6Q

Zb� 2� EXW 7Q6Q  , IRU HYHU\ Q�

7KHRUHP �� /HW I7QJ DQG I6QJ EH VHTXHQFHV RI RSHUDWRUV LQ %>+@ DQG %>. @�
UHVSHFWLYHO\� ,I RQH RI WKHP FRQYHUJHV WR ]HUR XQLIRUPO\ �VWURQJO\� ZHDNO\� DQG WKH

RWKHU LV ERXQGHG� WKHQ I7Q En 6QJ FRQYHUJHV WR ]HUR XQLIRUPO\ �VWURQJO\� ZHDNO\��

3URRI� ,I N7QN � � DQG VXSQ N6QN � � �RU YLFH YHUVD�� WKHQ N7Q En 6QN � � EH�
FDXVH N7Q En 6QN  N7Q n 6QN  N7QN N6QN IRU HYHU\ Q y �� ZKLFK SURYHV WKH
FODLPHG UHVXOW IRU XQLIRUP FRQYHUJHQFH� )RU VWURQJ DQG ZHDN FRQYHUJHQFHV WDNH DQ

DUELWUDU\ YHFWRU
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qq � �� $SSO\LQJ WKH VDPH DUJXPHQW LQ WKH SURRI RI 7KHR�

UHP ��E� ZH JHW 7Q En 6Q
Vb� 2� 6LPLODUO\�
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,I I7QJ FRQYHUJHV ZHDNO\ WR ]HUR DQG LI I6QJ LV ERXQGHG �RU YLFH YHUVD�� WKHQn
�7Q n 6Q�
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L � [L n \L
o
� �� $JDLQ� DSSO\LQJ WKH VDPH DUJXPHQW

LQ WKH SURRI RI 7KHRUHP ��F�� LW IROORZV WKDW 7Q En 6Q
Zb� 2�

5HPDUN �� $ WHQVRU SURGXFW VHTXHQFH I7Q En 6QJ PD\ FRQYHUJH LQ HYHU\ WRSRORJ\
DQG ERWK VHTXHQFHV I7QJ DQG I6QJ PD\ QRW FRQYHUJH LQ DQ\ WRSRORJ\ �DFWXDOO\�
ERWK VHTXHQFHV PD\ QRW HYHQ EH ERXQGHG�� )RU LQVWDQFH� SXW 7Q  Q, LI Q LV RGG
DQG 7Q  2 LI Q LV HYHQ� DQG 6Q  2 LI Q LV RGG DQG 6Q  Q, LI Q LV HYHQ� VR WKDW
N7Q En 6QN  N7QNN6QN  �� +RZHYHU� LQ JHQHUDO� ZH DOZD\V KDYH

�e� LQI
Q

N7QN VXS
Q

N6QN x VXS
Q

b
N7QNN6QN

c
 VXS

Q

N7Q En 6QN
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�LI ZH GHFODUH WKDW � c �  ��� 7KHRUHP � EHORZ VKRZV WKDW� XQOLNH WKH DERYH
H[DPSOH� FRQYHUJHQFH WR ]HUR RI SRZHU VHTXHQFHV �RU� HTXLYDOHQWO\� RI VHTXHQFHV
KDYLQJ WKH VHPLJURXS SURSHUW\� LV WUDQVIHUUHG IURP WKH WHQVRU SURGXFW WR RQH RI
WKH IDFWRUV� )LUVW ZH FRQVLGHU WKH IROORZLQJ DX[LOLDU\ UHVXOW�

3URSRVLWLRQ �� ,I WKH SRZHU VHTXHQFH I7Q En 6QJ LV ERXQGHG� WKHQ VR LV RQH RI

WKH SRZHU VHTXHQFHV I7QJ RU I6QJ�

3URRI� 6LQFH �7 En 6�Q  7Q En 6Q IRU HYHU\ Q y �� WKH DERYH VWDWHPHQW VD\V WKDW
LI 7 En 6 LV SRZHU ERXQGHG� WKHQ VR LV RQH RI 7 RU 6� ,QGHHG� VXSSRVH 7 En 6 LV
SRZHU ERXQGHG VR WKDW LQIQ N7

QN VXSQ N6
QN � � E\ �e�� ,I RQH RI 7 RU 6� VD\ 7 � LV

QRW SRZHU ERXQGHG� WKHQ LQIQ N7QN y � �VLQFH LQIQ N7
QN � � LPSOLHV N7QN � �� FI�

�D� LQ WKH SURRI RI 7KHRUHP � EHORZ�� +HQFH VXSQ N6
QN x LQIQ N7

QN VXSQ N6
QN DQG

VR 6 LV SRZHU ERXQGHG� 6LPLODUO\� LI 6 LV QRW SRZHU ERXQGHG� WKHQ 7 PXVW EH�

/HW IQJQy� GHQRWH WKH VHOI LQGH[LQJ RI WKH VHW RI DOO QRQQHJDWLYH LQWHJHUV 1�

HTXLSSHG ZLWK WKH QDWXUDO RUGHU� :H VD\ WKDW D VXEVHTXHQFH IQNJNy� RI IQJQy� LV
RI ERXQGHG LQFUHPHQWV LI VXSNy��QN � � b QN� � �� DQG WKDW D +LOEHUW VSDFH RSHUDWRU
7 LV SRZHU LQFUHPHQWHG LI HLWKHU WKH SRZHU VHTXHQFH I7QJ FRQYHUJHV ZHDNO\ WR ]HUR
RU WKHUH H[LVWV D VXEVHTXHQFH RI ERXQGHG LQFUHPHQWV IQNJNy� RI IQJQy� VXFK WKDW
OLP VXSN MK7

Q �
[ � \LM ! � ZKHQHYHU K7Q[ � \L �� � IRU VRPH SDLU RI YHFWRUV [ DQG \�

7KHRUHP �� /HW 7 EH DQ RSHUDWRU LQ %>+@ DQG OHW 6 EH DQ RSHUDWRU LQ %>. @� &RQ�
VLGHU WKH SRZHU VHTXHQFHV I7QJ DQG I6QJ� ,I I7Q En 6QJ FRQYHUJHV WR ]HUR XQL�

IRUPO\ RU VWURQJO\� WKHQ VR GRHV RQH RI WKH VHTXHQFHV I7QJ RU I6QJ� ,I I7Q En 6QJ
FRQYHUJHV WR ]HUR ZHDNO\� DQG RQH RI 7 RU 6 LV SRZHU LQFUHPHQWHG� WKHQ RQH RI WKH

VHTXHQFHV I7QJ RU I6QJ FRQYHUJHV WR ]HUR ZHDNO\�

3URRI� )LUVW UHFDOO WKDW �7 En 6�Q  7Q En 6Q IRU HDFK QRQQHJDWLYH LQWHJHU Q�

3DUW �� 8QLIRUP &RQYHUJHQFH�

�D� ,I LQIQ N7
QN � �� WKHQ N7QN � ��

,QGHHG� LI LQIQ N7
QN� �� WKHQ WKHUH LV D SRVLWLYH LQWHJHU Q� VXFK WKDW N7

Q � N� ��
7KXV �ZLWK U�7 � GHQRWLQJ WKH VSHFWUDO UDGLXV RI DQ\ RSHUDWRU 7 LQ %>+@��

U�7 �Q �  U�7Q � � x N7Q � N � �  � U�7 � � � �� N7QN � ��

1RZ VXSSRVH N7Q En 6QN � � DQG UHFDOO WKDW N7Q En 6QN  N7QNN6QN IRU HYHU\ Q�

�E� ,I LQIQ N7
QN ! �� WKHQ N6QN � ��

,Q IDFW� LQIQ N7
QN ! � LI DQG RQO\ LI OLP LQIQ N7

QN ! � �UHDVRQ� N7Q� �N x N7NN7QN��
6LQFH N7QNN6QN � �� LW WKHQ IROORZV WKDW LI OLP LQIQ N7

QN ! �� WKHQ N6QN � ��
)URP �D� DQG �E� ZH JHW WKH FODLPHG UHVXOW IRU XQLIRUP FRQYHUJHQFH�

3DUW � � 6WURQJ &RQYHUJHQFH� ,I WKH VHTXHQFH I7Q En 6QJ FRQYHUJHV VWURQJO\� WKHQ
LW LV ERXQGHG �L�H�� 7 En 6 LV SRZHU ERXQGHG� VLQFH �7 En 6�Q  7Q En 6Q�� DQG VR
LV RQH RI I7QJ DQG I6QJ �L�H�� RQH RI 7 RU 6 LV SRZHU ERXQGHG� E\ 3URSRVLWLRQ ��
7KXV� ZLWK QR ORVV RI JHQHUDOLW\� VXSSRVH 7 LV SRZHU ERXQGHG� VXSQ N7

QN � ��

�F� ,I OLP LQIQ N7
Q[N  � IRU HYHU\ [ � +� WKHQ N7Q[N � � IRU HYHU\ [ � +�
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,QGHHG� WDNH DQ\ [ � +� ,I OLP LQIQ N7
Q[N  �� WKHQ WKHUH H[LVWV D VXEVHTXHQFH

IN7Q �
[NJ RI IN7Q[NJ VXFK WKDW OLPN N7

Q �
[N � �� 6LQFH VXSQ N7

QN � �� DQG VLQFH
7P� Q  7P7Q IRU HYHU\ P y � DQG Q y �� WKLV HQVXUHV WKDW N7Q[N � �� $FWXDOO\�

N7Q[N x N7QbQ �
N N7Q �

[N x VXS
Q

N7QNN7Q �
[N ZKHQHYHU Q y QN�

1RZ VXSSRVH I7Q En 6QJ FRQYHUJHV VWURQJO\ WR ]HUR� 6LQFH IRU HDFK LQWHJHU Q y �

N�7 En 6�Q[n XN  N7Q[n 6QXN  N7Q[NN6QXN

IRU HYHU\ [ � + DQG X � . � LW IROORZV WKDW N7Q[NN6QXN � � IRU HYHU\ [ � + DQG
X � . � ZKLFK HQVXUHV WKH QH[W DVVHUWLRQ�

�G� ,I OLP LQIQ N7
Q[N ! � IRU VRPH [ � +� WKHQ N6QXN � � IRU HYHU\ X � . �

)URP �F� DQG �G� ZH JHW WKH FODLPHG UHVXOW IRU VWURQJ FRQYHUJHQFH�

3DUW � � :HDN &RQYHUJHQFH� 7DNH DQ DUELWUDU\ [ LQ +�

�H� ,I WKHUH H[LVWV D VXEVHTXHQFH RI ERXQGHG LQFUHPHQWV IQNJNy� RI IQJQy�

VXFK WKDW MK7Q �
[ � \LM � � IRU HYHU\ \ LQ +� WKHQ MK7Q[ �[LM � ��

,QGHHG� WDNH DQ\ [ � +� /HW IQNJNy� EH D VXEVHTXHQFH RI IQJQy�� RI ERXQGHG
LQFUHPHQWV� VXFK WKDW

MK7Q �
[ � \LM � � DV N � � IRU HYHU\ \ � +�

6LQFH 7P� Q  7P7Q IRU HYHU\ P y � DQG Q y �� LW IROORZV WKDW� IRU HDFK M y ��

MK7Q � � M[ �[LM  MK7Q �
[ �7 eM[LM � � DV N � ��

+RZHYHU� ,I IoQJQy� LV D VHTXHQFH RI QRQQHJDWLYH QXPEHUV� DQG LI WKHUH H[LVWV D

VXEVHTXHQFH RI ERXQGHG LQFUHPHQWV IQNJNy� RI IQJQy� VXFK WKDW oQ � � M � � DV

N � � IRU HYHU\ M y �� WKHQ oQ � � DV Q � �� 7KXV

MK7Q[ �[LM � � DV Q � ��

1RZ VXSSRVH I7Q En 6QJ FRQYHUJHV ZHDNO\ WR ]HUR DQG WKDW RQH RI 7 RU 6� VD\ 7

�ZLWK QR ORVV RI JHQHUDOLW\�� LV SRZHU LQFUHPHQWHG� 6LQFH� IRU HDFK LQWHJHU Q y ��

MK�7 En 6�Q[n X � \ n YLM  MK7Q En 6Q[n X � \ n YLM  MK7Q[ � \LMMK6QX � YLM

IRU HYHU\ [� \ � + DQG X� Y � . � LW IROORZV WKDW MK7Q[ � \LMMK6QX � YLM � � IRU HYHU\
[� \ LQ + DQG X� Y LQ . �

�I� ,I IRU HYHU\ VXEVHTXHQFH RI ERXQGHG LQFUHPHQWV IQNJNy� RI IQJQy� WKHUH

H[LVWV \ LQ + VXFK WKDW MK7Q �
[ � \LM �� �� WKHQ MK6QX �XLM � � IRU HYHU\ X LQ . �

,QGHHG� LI WKH K\SRWKHVLV LQ �I� KROGV� WKHQ LW KROGV� LQ SDUWLFXODU� IRU WKH ZKROH
VHTXHQFH IQJQy� VR WKDW MK7Q[ � \LM �� � IRU VRPH \ LQ +� +HQFH WKHUH H[LVWV D
VXEVHTXHQFH IQNJNy� RI IQJQy� VXFK WKDW OLP LQIN MK7

Q �
[ � \LM ! �� ,I 7 LV SRZHU

LQFUHPHQWHG� WKHQ ZH PD\ DVVXPH WKDW IQNJNy� LV RI ERXQGHG LQFUHPHQWV� 6LQFH
MK7Q[ � \LMMK6QX � YLM � �� LW IROORZV WKDW MK7Q �

[ � \LMMK6Q �
X � YLM � �� DQG WKHUHIRUH

MK6Q �
X � YLM � � IRU HYHU\ X� Y LQ . � 7KXV WDNH DQ DUELWUDU\ X LQ . � 6LQFH IQNJNy�

LV D VXEVHTXHQFH RI ERXQGHG LQFUHPHQWV RI IQJQy� VXFK WKDW MK6
Q �
X � YLM � � IRU

HYHU\ Y LQ . � LW IROORZV E\ �H� WKDW
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MK6QX �XLM � � DV Q � ��

)URP �H� DQG �I� ZH JHW WKH FODLPHG UHVXOW IRU ZHDN FRQYHUJHQFH�

$Q RSHUDWRU 7 LV XQLIRUPO\� VWURQJO\ RU ZHDNO\ VWDEOH LI WKH SRZHU VHTXHQFH I7QJ
FRQYHUJHV XQLIRUPO\� VWURQJO\ RU ZHDNO\ WR ]HUR� 3UHVHUYDWLRQ RI XQLIRUP VWDELOLW\
FDQ EH YLHZHG DV D FRQVHTXHQFH RI WKH VSHFWUXP IRUPXOD ��7 En 6�  ��7 � c ��6�
IRU D SDLU RSHUDWRUV >�@� 3UHVHUYDWLRQ RI VWURQJ VWDELOLW\ DV LQ >�� 7KHRUHP �@ DQG >��
3URSRVLWLRQ �@ LV D SDUWLFXODU FDVH RI 7KHRUHPV � DQG �� ,W VWLOO UHPDLQV RSHQ ZKHWKHU
ZHDN VWDELOLW\ LQ 7KHRUHP � KROGV ZLWKRXW WKH SRZHU LQFUHPHQW DVVXPSWLRQ�

�� 'HF RP SRVLW LRQV

/HW 7 e� %>+@ GHQRWH WKH DGMRLQW RI 7 � %>+@� $ FRQWUDFWLRQ LV DQ RSHUDWRU 7
VXFK WKDW N7N x �� ,I 7 LV D FRQWUDFWLRQ� WKHQ WKH VHTXHQFH I7 eQ7QJ FRQYHUJHV
VWURQJO\� /HW $7 � %>+@ EH WKH VWURQJ OLPLW RI I7 eQ7QJ� 7KH IROORZLQJ EDVLF SURS�
HUWLHV RI $7 ZLOO EH UHTXLUHG LQ WKH VHTXHO �VHH >�� &KDSWHU �@�� 2 x $7 x , �L�H��
$7 LV D QRQQHJDWLYH FRQWUDFWLRQ� DQG N$7N  � LI $7 � 2� 0RUHRYHU� LI $7  $7 � �
WKHQ $7 LV D SURMHFWLRQ� �L�H�� $7  $�

7 �� )XUWKHUPRUH� D FRQWUDFWLRQ 7 LV VWURQJO\
VWDEOH LI DQG RQO\ LI $7  2� $FFRUGLQJ WR >��@ D & �c�FRQWUDFWLRQ �RU D FRQWUDFWLRQ
RI FODVV & �c� LV D VWURQJO\ VWDEOH FRQWUDFWLRQ �L�H�� D FRQWUDFWLRQ 7 ZLWK $7  2��
DQG D & ���FRQWUDFWLRQ �RU D FRQWUDFWLRQ RI FODVV & ��� LV D VWURQJO\ VWDEOH FRQWUDFWLRQ
ZKRVH DGMRLQW DOVR LV VWURQJO\ VWDEOH �L�H�� D FRQWUDFWLRQ 7 ZLWK $7  $7 �  2��

&RUROODU\ �� ,I 7 DQG 6 DUH +LOEHUW VSDFH FRQWUDFWLRQV� WKHQ

�D� $7 En 6  $7 En $6 �

,I ERWK $7 DQG $6 DUH QRQ]HUR� WKHQ

�E� $7 En 6  $�7 En 6� � LPSOLHV $7  $7 � DQG $6  $6 � �

�F� $7 En 6  $�
7 En 6

LPSOLHV $7  $�
7 DQG $6  $�

6 �

3URRI� �D� 6LQFH 7 En 6 LV D FRQWUDFWLRQ LQ %>+ En . @ ZKHQHYHU 7 DQG 6 DUH FRQWUDF�
WLRQV LQ %>+@ DQG %>. @� LW IROORZV WKDW WKH VHTXHQFH I�7 En 6�eQ�7 En 6�QJ FRQYHUJHV
VWURQJO\ WR D QRQQHJDWLYH FRQWUDFWLRQ $7 En 6 LQ %>+ En . @� 6LQFH

7 eQ7Q Vb� $7 � 6eQ6Q Vb� $6 �
DQG

�7 En 6�eQ�7 En 6�Q  �7 eQ En 6eQ��7Q En 6Q�  7 eQ7Q En 6eQ6Q�

LW IROORZV E\ 7KHRUHP � WKDW

�7 En 6�eQ�7 En 6�Q Vb� $7 En $6 �

DQG VR $7 En 6  $7 En $6 E\ XQLTXHQHVV RI WKH VWURQJ OLPLW�

�E� 6LQFH �7 En 6�e 7 e En 6e LV D FRQWUDFWLRQ� WKH VHTXHQFH I�7 En 6�Q�7 En 6�eQJ
FRQYHUJHV VWURQJO\ WR $�7 En 6� �  $7 � En 6 �  $7 � En $6 � E\ �D�� ,I $7 En 6  

$�7 En 6� � � WKHQ $7 En $6  $7 � En $6 � E\ �D�� ,I ERWK $7 DQG $6 DUH QRQ]HUR�

WKHQ $7  o$7 � DQG $6  ob�$6 � IRU VRPH QRQ]HUR VFDODU o >��� 3URSRVLWLRQ
���@� DQG N$7 N  N$7 � N  �� 7KXV MoM  �� 6LQFH $7 y 2� LW IROORZV WKDW o ! ��
DQG VR o  �� 7KXV $7  $7 � DQG $6  $6 � �
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�F� ,I $
7 En 6

 $�
7 En 6

� WKHQ $7 En $6  �$7 En $6�
�  $�

7
En $�

6 E\ �D�� ZKLFK

LPSOLHV WKDW $7  o$�
7 DQG$6  ob�$�

6 IRU VRPH QRQ]HUR VFDODU o >��� 3URSRVLWLRQ
���@� ZKHQHYHU ERWK $7 DQG $6 DUH QRQ]HUR� ,Q WKLV FDVH� N$7 N  N$6N  � VR
WKDW N$�

7 N x �� N$�
6N x �� DQG KHQFH o  � EHFDXVH $7 DQG $6 DUH QRQQHJDWLYH�

7KXV $7  $�
7 DQG $6  $�

6 �

5HPDUN �� &RQVLGHU WKH DVVHUWLRQV LQ &RUROODU\ �� $FFRUGLQJ WR DVVHUWLRQ �D�
$7 En 6  2 LI DQG RQO\ LI HLWKHU $7  2 RU $6  2� 7KH FRQYHUVH WR DVVHUWLRQV �E�

DQG �F� KROG WULYLDOO\ E\ �D� _ VLQFH �$7 En $6�
�  $�

7
En $�

6 � 7KH LPSOLFDWLRQV LQ
�E� DQG �F� GR QRW KROG LI RQH RI $7 RU $6 LV ]HUR�

/HPPD �� $ WHQVRU SURGXFW 7 En6 LQ %>+ En . @ LV D XQLODWHUDO VKLIW LI DQG RQO\ LI

7 En6 - En9 ZKHUH - LV DQ LVRPHWU\ LQ %>+@ DQG 9 LV D XQLODWHUDO VKLIW LQ %>. @�
RU 7 En6 9 En- ZKHUH 9 LV D XQLODWHUDO VKLIW LQ %>+@ DQG - LV DQ LVRPHWU\ LQ %>. @�

3URRI� $ XQLODWHUDO VKLIW LV SUHFLVHO\ DQ LVRPHWU\ ZKRVH DGMRLQW LV VWURQJO\ VWDEOH
�FI� >�� /HPPD ���@�� 7KXV 7 En 6 LV D XQLODWHUDO VKLIW LI DQG RQO\ LI

7 En 6 LV DQ LVRPHWU\ DQG �7 En 6�eQ Vb� 2�

%XW� IRU DQ\ SDLU RI QRQ]HUR RSHUDWRUV 7 DQG 6�

7 En 6 LV DQ LVRPHWU\ �� 7 En 6  -� En -��

ZKHUH� -� DQG -� DUH LVRPHWULHV LQ %>+@ DQG %>. @ �VHH H�J�� >�� /HPPD ��E�@�� DQG

�-� En -��
eQ Vb� 2 �� -eQ

�
Vb� 2 RU -eQ

�
Vb� 2

�7KHRUHPV � DQG ��� 7KXV 7 En 6 LV D XQLODWHUDO VKLIW LI DQG RQO\ LI 7 En 6  -� En -��
ZKHUH -� DQG -� DUH LVRPHWULHV DQG RQH RI WKHP KDV D VWURQJO\ VWDEOH DGMRLQW�
(TXLYDOHQWO\� -� DQG -� DUH LVRPHWULHV DQG RQH RI WKHP LV D XQLODWHUDO VKLIW�

7KH FORVLQJ UHVXOW H[KLELWV D GHFRPSRVLWLRQ RI D WHQVRU SURGXFW RI FRQWUDFWLRQV
IRU ZKLFK WKH VWURQJ OLPLW $7 En 6 LV D SURMHFWLRQ� +HUH j VWDQGV IRU RUWKRJRQDO
GLUHFW VXP� DQG | VWDQGV IRU XQLWDU\ HTXLYDOHQFH�

7KHRUHP �� /HW 7 DQG 6 EH FRQWUDFWLRQV RQ + DQG . DQG FRQVLGHU WKH WHQVRU

SURGXFW 7 En 6 RQ + En . �

�D� ,I $7 En 6  $�
7 En 6

� WKHQ 7 En 6 | % j*j 9 j 8�

ZKHUH % LV D & ���FRQWUDFWLRQ� * LV D & �c�FRQWUDFWLRQ �L�H�� D VWURQJO\ VWDEOH FRQWUDF�

WLRQ�� 9 LV D XQLODWHUDO VKLIW� DQG 8 LV D XQLWDU\ RSHUDWRU�

�E� ,I $7 En 6  $�7 En 6� � � WKHQ 7 En 6 | % j 8�

3URRI� 6XSSRVH 7 DQG 6 DUH FRQWUDFWLRQV� ,I RQH RI $7 RU $6 LV ]HUR� WKHQ $7 En 6

LV ]HUR� ZKLFK PHDQV WKDW 7 En 6 LV VWURQJO\ VWDEOH� DQG VR �D� KROGV ZLWK 7 En 6  
% j* DQG �E� KROGV ZLWK 7 En 6  %� 7KXV VXSSRVH ERWK $7 DQG $6 DUH QRQ]HUR�

�D� ,I $7 En 6  $�
7 En 6

� WKHQ $7  $�
7 DQG $6  $�

6 E\ &RUROODU\ �� 0RUHRYHU�

$7  $�
7  � 7  *7 j 97 j 87 �

$6  $�
6  � 6  *6 j 96 j 86 �
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ZKHUH *7 DQG *6 DUH & �c�FRQWUDFWLRQV� 97 DQG 96 DUH XQLODWHUDO VKLIWV� DQG 87

DQG 86 DUH XQLWDU\ RSHUDWRUV >�� 7KHRUHP �@� 7KHUHIRUH �VHH >�� (T� ���������@��

7 En6 | �*7 En*6�j �*7 En96�j �*7 En86�

j �97 En*6�j �97 En96�j �97 En86�

j �87 En*6�j �87 En96�j �87 En86��

ZKLFK \LHOGV WKH GHFRPSRVLWLRQ LQ �D� ZLWK

%  �97 En *6�j �*7 En 96��

*  �*7 En *6�j �*7 En 86�j �87 En*6��

9  �97 En 96�j �97 En 86�j �87 En 96� DQG 8  87 En 86 �

6LQFH *7 DQG *6 DUH VWURQJO\ VWDEOH� LW IROORZV E\ 7KHRUHP � WKDW ERWK 97 En *6

DQG*7 En 96 DUH VWURQJO\ VWDEOH� 6LQFH 96 DQG 97 DUH XQLODWHUDO VKLIWV� WKHLU DGMRLQW
DUH VWURQJO\ VWDEOH� DQG DQRWKHU DSSOLFDWLRQ RI 7KHRUHP � HQVXUH WKDW �97 En *6�

e

DQG �*7 En 96�
e DUH VWURQJO\ VWDEOH� 7KXV WKH FRQWUDFWLRQV 97 En *6 DQG *7 En 96

DUH RI FODVV & ��� DQG VR LV WKHLU GLUHFW VXP %� 7KHRUHP � DOVR HQVXUHV WKDW DOO WKH
GLUHFW VXPPDQGV RI * DUH VWURQJO\ VWDEOH� DQG VR LV * LWVHOI� /HPPD � VD\V WKDW
DOO WKH GLUHFW VXPPDQGV RI 9 DUH XQLODWHUDO VKLIWV� DQG VR 9 LV D XQLODWHUDO VKLIW �RI
KLJKHU PXOWLSOLFLW\�� )LQDOO\� 8 FOHDUO\ LV XQLWDU\ RQFH 87 DQG 86 DUH�

�E� ,I $7 En 6  $�7 En 6� � � WKHQ $7  $7 � DQG $6  $6 � E\ &RUROODU\ �� 0RUHRYHU�

$7  $7 �  � 7  %7 j 87 �

$6  $6 �  � 6  %6 j 86 �

ZKHUH %7 DQG %6 DUH & ���FRQWUDFWLRQV� DQG 87 DQG 86 DUH XQLWDU\ RSHUDWRUV >��
&RUROODU\ �@� 7KXV� DV EHIRUH�

7 En6 | �%7 En%6�j �%7 En86�j �87 En%6�j �87 En86��

ZKLFK \LHOGV WKH GHFRPSRVLWLRQ LQ �E� ZLWK

%  �%7 En %6�j �%7 En 86�j �87 En %6� DQG 8  87 En 86 �

ZKHUH % LV D & ���FRQWUDFWLRQ EHFDXVH ERWK %7 DQG %6 DUH� DQG 8 LV XQLWDU\ EHFDXVH
ERWK 87 DQG 86 DUH�

$F N QRZ O HGJP HQW

:H WKDQN WKH DQRQ\PRXV UHIHUHH ZKR EURXJKW WR RXU DWWHQWLRQ DQ LPSRUWDQW FRU�
UHFWLRQ LQ WKH ZHDN VWDELOLW\ SURRI RI D SUHYLRXV YHUVLRQ RI 7KHRUHP ��

5HI HU HQF HV

�� $ � % U RZ Q DQ G & � 3 HDU F\ � ,Q W U RGXFW LRQ W R 2SHU DW RU 7 KHRU \ , ^ ( OHPHQ W V RI )XQ FW LRQ DO $ Q DO�

\ VLV� 6 S U LQ JHU � 1 HZ < RU N � �����
�� $ � % U RZ Q DQ G & � 3 HDU F\ � 6 SHFW U D RI W HQ VRU SU RGXFW V RI RSHU DW RU V� 3 U RF� $ P HU � 0DWK � 6 RF� ��

������� ���^����
�� % �3 � 'X JJDO� 7 HQ VRU SU RGXFW V RI RSHU DW RU V ^ VW U RQ J VW DELOLW \ DQ G S� K\ SRQ RU PDOLW \ � *ODVJRZ

0DWK � - � �� ������� ���^����
�� 3 �5� + DOP RV� )LQ LW H� ' LPHQ VLRQ DO 9 HFW RU 6 SDFHV� 9 DQ 1 RVWU DQ G � 1 HZ < RU N � ����� U HS U LQ WHG �

6 S U LQ JHU � 1 HZ < RU N � �����
�� & �6 � .X E U X VO\ � $ Q ,Q W U RGXFW LRQ W R 0RGHOV DQ G ' HFRPSRVLW LRQ V LQ 2SHU DW RU 7 KHRU \ � % LU N �

K �DX VHU � % RVWRQ � �����
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�� & �6 � .X E U X VO\ � $ FRQ FLVH LQ W U RGXFW LRQ W R W HQ VRU SU RGXFW � )DU ( DVW - � 0DWK � 6 FL� �� �������
���^����

�� & �6 � .X E U X VO\ � 7 HQ VRU SU RGXFW RI SU RSHU FRQ W U DFW LRQ V� VW DEOH DQ G SRVLQ RU PDO RSHU DW RU V� 3 X E O�

0DWK � 'HE U HFHQ �� ������� ���^����
�� & �6 � .X E U X VO\ � 5 HJXODU VXEVSDFHV RI W HQ VRU SU RGXFW V� WR DS S HDU �
�� & �6 � .X E U X VO\ � 3 �& �0� 9 LHLU D DQ G '�2� 3 LQ WR� $ GHFRPSRVLW LRQ IRU D FODVV RI FRQ W U DFW LRQ V�

$ G Y � 0DWK � 6 FL� $ S S O� � ������� ���^����
��� 0� 5HHG DQ G % � 6 LP RQ � 0HW KRGV RI 0RGHU Q 0DW KHPDW LFDO 3 K\ VLFV ,� )XQ FW LRQ DO $ Q DO\ VLV�

�Q G HG Q � $ FDG HP LF 3 U HVV� 1 HZ < RU N � �����
��� 5� 5\ DQ � ,Q W U RGXFW LRQ W R 7 HQ VRU 3 U RGXFW V RI %DQ DFK 6 SDFHV� 6 S U LQ JHU � /RQ G RQ � �����
��� - � 6 WRFK HO� 6 HPLQ RU PDOLW \ RI RSHU DW RU V IU RP W KHLU W HQ VRU SU RGXFW � 3 U RF� $ P HU � 0DWK � 6 RF�

��� ������� ���^����
��� % � 6 ]��1 DJ\ DQ G & � )RLD|V� + DU PRQ LF $ Q DO\ VLV RI 2SHU DW RU V RQ + LOEHU W 6 SDFH� 1 RU WK �+ ROODQ G �

$ P VWHU G DP � �����
��� - � : HLG P DQ Q � / LQ HDU 2SHU DW RU V LQ + LOEHU W 6 SDFHV� 6 S U LQ JHU � 1 HZ < RU N � �����

& DW KRO LF 8QLYHU VLW \ RI 5LR GH -DQHLU R� � � � � � �� � � � 5LR GH -DQHLU R� 5-� %U D] LO

( � PDLO DGGU HVV� FDUORV#HOH�SXF�ULR�EU

1DW LRQDO /DERU DW RU \ I RU 6F LHQW LI LF & RP SXW DW LRQ� � � � � � �� � � � 3HW U wRSRO LV� 5-� %U D] LO

( � PDLO DGGU HVV� SDXORFP#OQFF�EU


