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$EVW U DF W � ,W LV VK RZ Q WK DW LI D FODVV RI + LOE HU W VS DFH RS HU DWRU V LV FORVHG
X Q G HU FRQ VWDQ W G LU HFW VX P V DQ G RU G LQ DU \ S U RG X FWV� WK HQ LW LV FORVHG X Q G HU

WHQ VRU V S U RG X FWV� 7 K LV OHDG V WR D S U RRI WK DW S U RS HU FRQ WU DFWLY HQ HVV LV S U HVHU Y HG
E \ WHQ VRU S U RG X FWV� : HDN � VWU RQ J DQ G X Q LIRU P VWDE LOLWLHV RI WHQ VRU S U RG X FWV
RI RS HU DWRU V DU H DOVR LQ Y HVWLJDWHG � DQ G LW LV S U RY HG WK DW WK H WHQ VRU S U RG X FW
RI S RZ HU E RX Q G HG RS HU DWRU V LV RI FODVV &�� Z K HQ HY HU RQ H RI WK H IDFWRU V LV D
FRP S OHWHO\ Q RQ X Q LWDU \ FRQ WU DFWLRQ IRU Z K LFK WK H LQ WHU VHFWLRQ RI WK H FRQ WLQ X RX V
VS HFWU X P Z LWK WK H X Q LW FLU FOH K DV /HE HVJX H P HDVX U H ]HU R� 0RU HRY HU � LW LV DOVR
VK RZ Q WK DW LI D FRQ WU DFWLRQ K DV Q R Q RQ WU LY LDO LQ Y DU LDQ W VX E VS DFH� WK HQ WK H
WHQ VRU S U RG X FW Z LWK LWV DG MRLQ W LV RI FODVV &��� )X U WK HU P RU H� LW LV Y HU Lp HG WK DW
S RVLQ RU P DOLW\ LV S U HVHU Y HG E \ WHQ VRU S U RG X FWV DV Z HOO�

�� ,QW U RGXF W LRQ

1RWDWLRQDO SUHOLPLQDULHV� /HW + DQG . EH QRQ]HUR FRPSOH[ +LOEHUW VSDFHV� :H
VKDOO FRQVLGHU WKH FRQFHSW RI WHQVRU SURGXFW VSDFH LQ WHUPV RI WKH VLQJOH WHQVRU
SURGXFW RI YHFWRUV DV D FRQMXJDWH ELOLQHDU IXQFWLRQDO RQ WKH &DUWHVLDQ SURGXFW RI
+ DQG . � �6HH H�J�� >�@ DQG >��@ _ IRU DQ DEVWUDFW DSSURDFK VHH H�J�� >�@ DQG >��@��
7KH VLQJOH WHQVRU SURGXFW RI [ � + DQG \ � . LV D FRQMXJDWH ELOLQHDU IXQFWLRQDO
[n \ � +d . � & GHpQHG E\ �[n \� �X� Y�  K[ �XL K\ � YL IRU HYHU\ �X� Y� � +d . �
ZKHUH WKH pUVW LQQHU SURGXFW LV RQ + DQG WKH VHFRQG RQ . � 7KH FROOHFWLRQ RI DOO
�pQLWH� VXPV RI VLQJOH WHQVRUV� GHQRWHG E\ +n . � LV D OLQHDU VSDFH �RYHU WKH VDPH
FRPSOH[ pOHG &� WKDW DGPLWV DQ LQQHU SURGXFW K � L � �+n . �d �+n . �� & GH�

pQHG� IRU DUELWUDU\
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�WKH VDPH QRWDWLRQ IRU WKH LQQHU SURGXFWV RQ +� . DQG +n . �� %\ DQ RSHUDWRU
ZH PHDQ D ERXQGHG OLQHDU WUDQVIRUPDWLRQ RI D QRUPHG VSDFH LQWR LWVHOI� /HW %>+@�
%>. @ DQG %>+n . @ EH WKH QRUPHG DOJHEUDV RI DOO RSHUDWRUV RQ +� . DQG +n . �
7KH WHQVRU SURGXFW RQ +n . RI WZR RSHUDWRUV $ LQ %>+@ DQG % LQ %>. @ LV WKH
RSHUDWRU $n% � +n . � +n . GHpQHG E\
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���� 0DW KHPDW LFV 6 XEMHFW & ODVVLpFDW LRQ � 3 U LP DU \ ��$ ��� 6 HFRQ G DU \ ��$ ���
. H\ Z RU GV� 7 HQ VRU S U RG X FW� + LOE HU W VS DFH FRQ WU DFWLRQ V� VWDE LOLW\ � S RVLQ RU P DO RS HU DWRU V�
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ZKLFK LQ IDFW OLHV LQ %>+n . @� 7KH FRPSOHWLRQ RI WKH LQQHU SURGXFW VSDFH +n . �
GHQRWHG E\ + En . � LV WKH WHQVRU SURGXFW VSDFH RI + DQG . � 7KH H[WHQVLRQ RI $n%
RYHU WKH +LOEHUW VSDFH + En . � GHQRWHG E\ $ En %� LV WKH WHQVRU SURGXFW RI $ DQG
% RQ WKH WHQVRU SURGXFW VSDFH� ZKLFK OLHV LQ %>+ En . @�

6RPH SURSHUWLHV RI $ DQG % DUH SUHVHUYHG ZKHQ WDNLQJ WKH WHQVRU SURGXFW� )RU
LQVWDQFH� LI $ DQG % DUH HLWKHU VHOI�DGMRLQW� XQLWDU\� QRQQHJDWLYH� QRUPDO� TXDVL�

QRUPDO� VXEQRUPDO� K\SRQRUPDO� TXDVLK\SRQRUPDO� VHPL�TXDVLK\SRQRUPDO� RU QRU�

PDORLG� WKHQ VR LV $ En % �VHH H�J�� >�@�� 7KH FRQYHUVH WR PDQ\ RI WKHVH VWDWHPHQWV
DOVR KROGV WUXH� ,I $ En % LV HLWKHU QRUPDO� TXDVLQRUPDO� VXEQRUPDO RU K\SRQRU�

PDO� WKHQ VR DUH $ DQG % �LI WKH\ DUH QRQ]HUR� >��@� 3UHVHUYDWLRQ E\ WHQVRU SURGXFW
KDV DOVR EHHQ YHULpHG IRU RWKHU FODVVHV RI FORVH WR QRUPDO RSHUDWRUV �VHH H�J�� >�@� >�@
DQG >��@�� +RZHYHU� VXFK D SUHVHUYDWLRQ PD\ IDLO IRU VRPH LPSRUWDQW FODVVHV� ,Q�
GHHG� WKHUH H[LVW SDUDQRUPDO RU VSHFWUDORLG RSHUDWRUV $ DQG % IRU ZKLFK $ En % LV
QRW SDUDQRUPDO RU VSHFWUDORLG� WKH SURSHUWLHV RI EHLQJ SDUDQRUPDO RU VSHFWUDORLG
DUH QRW SUHVHUYHG ZKHQ WDNLQJ WHQVRU SURGXFWV >��� SS��������@�

:H LQYHVWLJDWH WKH SUHVHUYDWLRQ RI WKUHH IXUWKHU SURSHUWLHV E\ WHQVRU SURGXFWV
RI +LOEHUW VSDFH RSHUDWRUV� $OWKRXJK WKH SUHVHUYDWLRQ RI SODLQ FRQWUDFWLYHQHVV DQG
VWULFW FRQWUDFWLYHQHVV LV WULYLDOO\ YHULpHG� WKH SUHVHUYDWLRQ RI SURSHU FRQWUDFWLYHQHVV
LV QRW� RQFH WKLV LV QRW D SURSHUW\ WKDW FDQ EH VHSDUDWHG ZKHQ WDNLQJ WHQVRU SURG�
XFWV� ,Q 6HFWLRQ � ZH SURYH WKDW FORVHQHVV XQGHU FRQVWDQW GLUHFW VXPV DQG RUGLQDU\
SURGXFWV LPSOLHV FORVHQHVV XQGHU WHQVRU SURGXFWV �7KHRUHP ��� 7KLV HQVXUHV WKDW
SURSHU FRQWUDFWLYHQHVV LV SUHVHUYHG E\ WHQVRU SURGXFWV� 6WDELOLW\ LV FRQVLGHUHG LQ
6HFWLRQ � OHDGLQJ WR D VSHFWUDO FRQGLWLRQ IRU D WHQVRU SURGXFW WR EH RI FODVV & ��

�7KHRUHP ��� 7KH UROH SOD\HG E\ WHQVRU SURGXFWV RI FODVV & �� LQ WKH LQYDULDQW VXE�
VSDFH SUREOHP LV DOVR H[SORUHG �7KHRUHP ��� 3UHVHUYDWLRQ RI WHQVRU SURGXFWV IRU
FODVVHV RI FORVH WR QRUPDO RSHUDWRUV LV H[WHQGHG LQ 6HFWLRQ � E\ VKRZLQJ WKDW $ DQG
% DUH SRVLQRUPDO LI DQG RQO\ LI $ En % LV �7KHRUHP ���

�� 3U RSHU & RQW U DF W LRQV

$Q RSHUDWRU 7 LV D FRQWUDFWLRQ LI N7N x � �L�H�� N7[N x N[N IRU HYHU\ [�� ,W LV
D SURSHU FRQWUDFWLRQ LI N7[N � N[N IRU HYHU\ QRQ]HUR [� DQG D VWULFW FRQWUDFWLRQ LI
N7N � � �L�H�� VXS[� ��N7[N N[N� � ��� 7KHVH DUH UHODWHG E\ SURSHU LQFOXVLRQV�

6WULFW &RQWUDFWLRQ ~ 3URSHU &RQWUDFWLRQ ~ &RQWUDFWLRQ�

6LQFH N$ En %N  N$N N%N� LW IROORZV WKDW $ En % LV D FRQWUDFWLRQ �RU D VWULFW

FRQWUDFWLRQ� LI DQG RQO\ LI N$N N%N x � �RU N$N N%N � ��� 7KXV LW LV WULYLDOO\ YHUL�
pHG WKDW LI $ LQ %>+@ DQG % LQ %>. @ DUH FRQWUDFWLRQV� WKHQ VR LV $ En % LQ %>+ En . @
DQG� LI LQ DGGLWLRQ RQH RI $ RU % LV D VWULFW FRQWUDFWLRQ� WKHQ VR LV $ En %� +RZHYHU�
WKH SURRI WKDW WKH WHQVRU SURGXFW RI SURSHU FRQWUDFWLRQV LV D SURSHU FRQWUDFWLRQ GRHV
QRW IROORZ DW RQFH E\ WKH DERYH QRUP LGHQWLW\� ,QGHHG� WKH LWDOLFL]HG DVVHUWLRQ LV

HTXLYDOHQW WR VD\LQJ WKDW� IRU HYHU\ QRQ]HUR
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VKRZ WKDW WKH DERYH VWDWHPHQW LV D FRUROODU\ RI WKH QH[W WKHRUHP�



7(16 2 5 352 ' 8&7 2 ) +,/ %(57 6 3$&( 2 3(5$72 56 �

7KHRUHP �� ,I & � DQG & DUH FODVVHV RI RSHUDWRUV �DFWLQJ RQ VHSDUDEOH +LOEHUW

VSDFHV� VXFK WKDW

�D� & � v & �

�E� HYHU\ RSHUDWRU XQLWDU\ HTXLYDOHQW WR DQ RSHUDWRU LQ & � RU LQ & LV DQ RSHUDWRU

LQ & � RU LQ & � UHVSHFWLYHO\�

�F� GLUHFW VXP RI FRXQWDEO\ PDQ\ FRSLHV RI DQ RSHUDWRU LQ & � RU LQ & LV DQ RSHUDWRU

LQ & � RU LQ & � UHVSHFWLYHO\�

�G� SURGXFW �HLWKHU OHIW RU ULJKW� RI DQ RSHUDWRU LQ & �ZLWK DQ RSHUDWRU LQ & �DFWLQJ
RQ WKH VDPH VSDFH� LV DQ RSHUDWRU LQ & ��

WKHQ WKH WHQVRU SURGXFW RI WZR RSHUDWRUV RI FODVV & � EHLQJ RQH RI WKHP LQ FODVV & ��

LV DQ RSHUDWRU RI FODVV & ��

3URRI� /HW + DQG . EH +LOEHUW VSDFHV� WDNH $ LQ %>+@� % LQ %>. @� DQG UHFDOO WKDW

$ En %  �$ En ,� �, En %�  �, En %� �$ En ,�

LQ %>+ En . @� ZKHUH WKH VDPH QRWDWLRQ , LV EHLQJ XVHG IRU WKH LGHQWLW\ RQ + DQG RQ
. � $OVR UHFDOO WKDW WHQVRU SURGXFW LV XQLWDULO\ HTXLYDOHQW FRPPXWDWLYH� WKDW LV�

$ En % | % En $�

ZLWK | GHQRWLQJ XQLWDU\ HTXLYDOHQFH� DQG VR + En . | . En +� 1R DVVXPSWLRQ RQ
VHSDUDELOLW\ UHTXLUHG VR IDU �VHH H�J�� >�@�� 1RZ VXSSRVH+ DQG . DUH VHSDUDEOH� 7KLV
LPSOLHV WKDW WKH WHQVRU SURGXFWV , En % RQ+ En . DQG , En $ RQ . En + DUH XQLWDULO\
HTXLYDOHQW WR WKH GLUHFW VXPV
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/
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/HW & � DQG & EH FODVVHV RI RSHUDWRUV VDWLVI\LQJ DVVXPSWLRQV �D� WR �G�� ,I $ DQG
% DUH RI FODVV & � ZLWK RQH RI WKHP EHLQJ RI FODVV & �� WKHQ 8e

d
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N%
c
: DUH RI FODVV & � ZLWK RQH RI WKHP EHLQJ RI FODVV & �� E\ DVVXPSWLRQV �E�

DQG �F�� 7KXV WKH DERYH LGHQWLWLHV HQVXUH WKDW $ En % LV RI FODVV & � LI �G� KROGV�

&RUROODU\ �� 7DNH $ � %>+@ DQG % � %>. @ ZKHUH + DQG . DUH VHSDUDEOH +LOEHUW

VSDFHV� ,I RQH RI $ RU % LV D FRQWUDFWLRQ DQG WKH RWKHU LV D SURSHU FRQWUDFWLRQ�

WKHQ $ En % LV D SURSHU FRQWUDFWLRQ�

3URRI� ,W LV UHDGLO\ YHULpHG WKDW DVVXPSWLRQV �D�� �E� DQG �F� RI 7KHRUHP � KROG IRU
FRQWUDFWLRQV DQG SURSHU FRQWUDFWLRQV� 7KDW LV� LI & GHQRWHV WKH FODVV RI DOO FRQWUDF�
WLRQV DQG & � WKH FODVV RI DOO SURSHU FRQWUDFWLRQV� ERWK FRQVLVWLQJ RI RSHUDWRUV DFWLQJ
RQ VHSDUDEOH +LOEHUW VSDFHV� WKHQ DVVXPSWLRQV �D�� �E� DQG �F� KROG WUXH� 0RUHRYHU�
VLQFH WKH SURGXFW �HLWKHU OHIW RU ULJKW� RI D FRQWUDFWLRQ ZLWK D SURSHU FRQWUDFWLRQ LV
DJDLQ D SURSHU FRQWUDFWLRQ >��@� LW IROORZV WKDW DVVXPSWLRQ �G� RI 7KHRUHP � LV DOVR



� &�6 � . 8%586 / <

VDWLVpHG� 7KXV 7KHRUHP � HQVXUHV WKDW $ En % LV D SURSHU FRQWUDFWLRQ ZKHQHYHU
RQH RI $ RU % LV D FRQWUDFWLRQ DQG WKH RWKHU LV D SODLQ FRQWUDFWLRQ�

5HPDUN �� ,Q SDUWLFXODU� LI & �  & � WKHQ 7KHRUHP � LV UHSKUDVHG DV IROORZV�

6XSSRVH D FODVV RI RSHUDWRUV DFWLQJ RQ VHSDUDEOH +LOEHUW VSDFHV LV FORVHG XQGHU XQL�

WDU\ HTXLYDOHQFH DQG XQGHU FRQVWDQW GLUHFW VXPV� ,I LW LV DOVR FORVHG XQGHU SURGXFWV�

WKHQ LW LV FORVHG XQGHU WHQVRU SURGXFWV�

7KXV� LQ WKLV FDVH� &RUROODU\ � LV SDUWLFXODUL]HG DFFRUGLQJO\�

,I $ DQG % DUH SURSHU FRQWUDFWLRQV DFWLQJ RQ VHSDUDEOH +LOEHUW VSDFHV� WKHQ WKHLU

WHQVRU SURGXFW $ En % LV DJDLQ D SURSHU FRQWUDFWLRQ�

�� 6W DELO LW \

$ +LOEHUW VSDFH RSHUDWRU 7 LV XQLIRUPO\ VWDEOH LI N7QN � �� VWURQJO\ VWDEOH LI
N7Q[N � � IRU HYHU\ [� DQG ZHDNO\ VWDEOH LI K7Q[ � \L � � IRU HYHU\ [ DQG \ �HTXLYD�
OHQWO\� LI K7Q[ �[L � � IRU HYHU\ [�� 7KHVH DUH GHQRWHG E\ 7Q Xb� 2� 7Q Vb� 2 DQG
7Q Zb� 2� UHVSHFWLYHO\� 0RUHRYHU� 7 LV SRZHU ERXQGHG LI VXSQ N7

QN � �� :LWK
U�7 � GHQRWLQJ WKH VSHFWUDO UDGLXV RI 7 � LW LV ZHOO NQRZQ WKDW

U�7 � � � �� 7Q Xb� 2  �

7Q Vb� 2  � 7Q Zb� 2  � VXS
Q

N7QN � �  � U�7 � x ��

7KH FRQYHUVHV WR WKH DERYH RQH�ZD\ LPSOLFDWLRQV IDLO LQ JHQHUDO� :H VKDOO LQYHVWLJDWH
KRZ VWDELOLW\ IRU $ LQ %>+@ RU % LQ %>. @ LV WUDQVIHUUHG WR $ En % LQ %>+ En . @� )LUVW�
E\ WKH *HOIDQG^%HXUOLQJ IRUPXOD IRU WKH VSHFWUDO UDGLXV ZH JHW

U�$ En %�  U�$� U�%��

,QGHHG� N�$ En %�QN
�

�  N�$Q En %Q�N
�

�  N$QN
�

� N%QN
�

� IRU HYHU\ QRQQHJDWLYH
LQWHJHU Q� 7KXV U�$ En %� � � LI DQG RQO\ LI U�$� U�%� � �� DQG WKHUHIRUH $ En % LV

XQLIRUPO\ VWDEOH LI DQG RQO\ LI U�$� U�%� � ��

,QWHUHVWLQJ UHVXOWV DERXW VWURQJ VWDELOLW\ IRU WHQVRU SURGXFWV RI RSHUDWRUV RQ WKH
VDPH VHSDUDEOH +LOEHUW VSDFH ZKHUH SUHVHQWHG LQ >�@� :H H[WHQG VRPH RI WKRVH
UHVXOWV �WKDW ZLOO EH UHTXLUHG LQ WKH VHTXHO� LQ 3URSRVLWLRQ � E\ FRQVLGHULQJ GLVWLQFW
�QRW QHFHVVDULO\ VHSDUDEOH� +LOEHUW VSDFHV DQG H[KLELWLQJ D GLoHUHQW SURRI IRU VWURQJ
VWDELOLW\ WKDW FDQ EH FDUULHG WKURXJK ZHDN VWDELOLW\� WKXV DOVR VKRZLQJ WKDW ZHDN
VWDELOLW\ IRU WHQVRU SURGXFWV RI RSHUDWRUV LV SUHVHUYHG DV ZHOO�

3URSRVLWLRQ �� &RQVLGHU WKH WHQVRU SURGXFW $ En % RI $ � %>+@ DQG % � %>. @�

�D� ,I $ En % LV XQLIRUPO\ �VWURQJO\� ZHDNO\� VWDEOH� WKHQ VR LV RQH RI $ RU %�

�E� ,I RQH RI $ RU % LV XQLIRUPO\ �VWURQJO\� ZHDNO\� VWDEOH DQG WKH RWKHU LV SRZHU

ERXQGHG� WKHQ $ En % LV XQLIRUPO\ �VWURQJO\� ZHDNO\� VWDEOH�

3URRI� �D� ,I $ En % LV XQLIRUPO\ VWDEOH� WKHQ U�$� U�%� � � VR WKDW U�$� � � RU
U�%� � �� ZKLFK PHDQV WKDW $ RU % LV XQLIRUPO\ VWDEOH� 7KLV SURYHV �D� IRU XQLIRUP
VWDELOLW\� 7R YHULI\ DVVHUWLRQ �D� IRU VWURQJ DQG ZHDN VWDELOLWLHV SURFHHG DV IROORZV�
7DNH DUELWUDU\ [ � + DQG \ � . DQG REVHUYH WKDW
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N�$ En %�Q[n \N  N$Q[n%Q\N  N$Q[N N%Q\N

DQG

MK�$ En %�Q[n \ �[n \LM  MK$Q[n%Q\ �[n \LM  MK$Q[ �[LM MK%Q\ � \LM�

,I $ En % LV VWURQJO\ VWDEOH� WKHQ N$Q[NN%Q\N � �� ,I N%Q\N � � IRU HYHU\ \ � .
WKHQ % LV LWVHOI VWURQJO\ VWDEOH� ,I LQIQ N%

Q\N ! � IRU VRPH \ � . � WKHQ N$Q[N � �
IRU HYHU\ [ � +� 7KXV $ RU % LV VWURQJO\ VWDEOH� ,I $ En % LV ZHDNO\ VWDEOH� WKHQ
MK$Q[ �[LM MK%Q\ � \LM � �� $ VLPLODU DUJXPHQW HQVXUHV WKDW MK$Q[ �[LM � � IRU HYHU\
[ � + RU MK%Q\ � \LM � � IRU HYHU\ \ � . � ZKLFK PHDQV WKDW $ RU % LV ZHDNO\ VWDEOH�

�E� 6LQFH U�$ En %�  U�$� U�%�� DQG VLQFH U�%� x � ZKHQHYHU VXSQ N%
QN � �� LW

IROORZV WKDW LI U�$� � � DQG VXSQ N%
QN � � �RU YLFH YHUVD�� WKHQ U�$ En %� � ��

ZKLFK SURYHV �E� IRU XQLIRUP VWDELOLW\� 7R SURYH DVVHUWLRQ �E� IRU VWURQJ DQG ZHDN

VWDELOLWLHV WDNH DQ DUELWUDU\
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RU % VWURQJO\ VWDEOH DQG WKH RWKHU LV SRZHU ERXQGHG� 6LQFH VWURQJ VWDELOLW\ LV SUH�
VHUYHG XQGHU XQLWDU\ HTXLYDOHQFH� DQG LV DOVR SUHVHUYHG IURP D GHQVH VXEVSDFH RI D
QRUPHG VSDFH WR WKH ZKROH VSDFH� LW IROORZV WKDW WKH H[WHQVLRQ $ En % RI $n% RQ
WKH FRPSOHWLRQ + En . RI +n . LV VWURQJO\ VWDEOH ZKHQHYHU $n% LV� 7KLV SURYHV
�E� IRU VWURQJ VWDELOLW\� 6LPLODUO\� DQG DSSO\LQJ WKH 6FKZDU] LQHTXDOLW\�
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� �� 7KXV $n% LV ZHDNO\ VWDEOH

ZKHQHYHU RQH RI $ RU % ZHDNO\ VWDEOH DQG WKH RWKHU LV SRZHU ERXQGHG� $JDLQ� DV
ZHDN VWDELOLW\ LV SUHVHUYHG XQGHU XQLWDU\ HTXLYDOHQFH� DQG LV DOVR SUHVHUYHG IURP D
GHQVH VXEVSDFH RI D LQQHU SURGXFW VSDFH WR WKH ZKROH VSDFH� WKH H[WHQVLRQ $ En % RI
$n% RQ WKH FRPSOHWLRQ + En . RI +n . LV ZHDNO\ VWDEOH ZKHQHYHU $n% LV�

5HPDUN �� ,I $ DQG % DUH SRZHU ERXQGHG� WKHQ $ En % LV XQLIRUPO\ �VWURQJO\�
ZHDNO\� VWDEOH LI DQG RQO\ LI RQH RI $ RU % LV �FI� 3URSRVLWLRQ ��� 1RWH WKDW SRZHU
ERXQGHGQHVV LV QRW UHTXLUHG LQ SDUW �D� RI 3URSRVLWLRQ �� DQG LV VXrFLHQW EXW QRW
QHFHVVDU\ LQ SDUW �E�� ,QGHHG� SXW $  �

�
, DQG %  �, VR WKDW $ En %  �

�
�, En ,��

7KXV U�$�  �

�
DQG U�$ En %�  �

�
� ZKLFK PHDQV WKDW $ DQG $ En % DUH XQLIRUPO\

�WKXV VWURQJO\ DQG VR ZHDNO\� VWDEOH� DOWKRXJK % LV QRW SRZHU ERXQGHG�
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,I 7 LV D FRQWUDFWLRQ� WKHQ WKH VHTXHQFH RI QRQQHJDWLYH QXPEHUV IN7Q[NJ LV
GHFUHDVLQJ �WKXV FRQYHUJHQW� IRU HYHU\ YHFWRU [� $ FRQWUDFWLRQ 7 LV RI FODVV & �c LI LW
LV VWURQJO\ VWDEOH� WKDW LV� LI IN7Q[NJ FRQYHUJHV WR ]HUR IRU HYHU\ [� DQG RI FODVV & �c
LI IN7Q[NJ GRHV QRW FRQYHUJH WR ]HUR IRU HYHU\ QRQ]HUR YHFWRU [� ,W LV RI FODVV & c�
RU RI FODVV & c� LI LWV DGMRLQW 7 e LV RI FODVV & �c RU & �c� UHVSHFWLYHO\� $OO FRPELQDWLRQV
DUH SRVVLEOH� OHDGLQJ WR WKH 1DJ\^)RLD|V FODVVHV RI FRQWUDFWLRQV & ��� & ��� & �� DQG
& �� >��� S���@� $ FRQWUDFWLRQ LV FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ LI LW KDV QR XQLWDU\ GLUHFW
VXPPDQG� $ XQLIRUPO\ VWDEOH FRQWUDFWLRQ LV RI FODVV & ��� DQG KHQFH FRPSOHWHO\
QRQXQLWDU\� 1RWH WKDW WKH FODVVHV & �c DQG & c�� RULJLQDOO\ GHpQHG IRU FRQWUDFWLRQV�
FDQ EH QDWXUDOO\ H[WHQGHG WR SRZHU ERXQGHG RSHUDWRUV�

7HQVRU SURGXFWV RI RSHUDWRUV FRPSULVH D PRVW XVHIXO ZD\ IRU H[KLELWLQJ H[DPSOHV
DQG FRXQWHUH[DPSOHV �H�J�� VHH >��� 6HFWLRQ �@�� ZKLFK LQ SDUW LV GXH WR WKH IDFW WKDW
��$ En %�  ��$���%� >�@� ZKHUH ��7 � VWDQGV IRU WKH VSHFWUXP RI 7 � ,Q SDUWLFXODU�
DQ H[DPSOH RI D VWURQJO\ VWDEOH RSHUDWRU WKDW LV QRW VLPLODU WR DQ\ FRQWUDFWLRQ ZDV
REWDLQHG LQ >�@ E\ PHDQV RI WKH WHQVRU SURGXFW 6e En ) RQ C �� En �C �� j C �� � RI WKH
DGMRLQW 6e RI WKH FDQRQLFDO XQLODWHUDO VKLIW RQ C �� ZLWK WKH )RJXHO RSHUDWRU ) RQ

C �� j C �� � +RZHYHU� 6
e En ) LV QRW RI FODVV & �� _ LW LV RI FODVV & �c EXW QRW RI FODVV

& c�� ,Q IDFW� LW LV VWLOO XQNQRZQ ZKHWKHU HYHU\ RSHUDWRU RI FODVV & �� LV VLPLODU WR D
FRQWUDFWLRQ �VHH >�� 6HFWLRQ ���@�� 1H[W ZH SURYLGH D VXrFLHQW VSHFWUDO FRQGLWLRQ
IRU D WHQVRU SURGXFW RI RSHUDWRUV WR EH RI FODVV & ���

7KHRUHP �� /HW $ � %>+@ DQG % � %>. @ EH SRZHU ERXQGHG� 6XSSRVH RQH RI WKHP

LV D FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ FRQWUDFWLRQ VXFK WKDW WKH LQWHUVHFWLRQ RI LWV FRQWLQXRXV

VSHFWUXP ZLWK WKH XQLW FLUFOH HLWKHU KDV /HEHVJXH PHDVXUH ]HUR RU LV HPSW\� ,Q WKH

IRUPHU FDVH $ En % LV RI FODVV & ��� LQ WKH ODWWHU FDVH $ En % LV XQLIRUPO\ VWDEOH�

3URRI� &RQVLGHU WKH FODVVLFDO SDUWLWLRQ
j
�3 �7 �� �5�7 �� �&�7 �

k
RI WKH VSHFWUXP ��7 �

RI DQ\ +LOEHUW VSDFH RSHUDWRU 7 � ZKHUH �3 �7 � LV WKH SRLQW VSHFWUXP �WKH VHW RI DOO
HLJHQYDOXHV RI 7 �� �5�7 �  �3 �7

e�eQ�3 �7 � LV WKH UHVLGXDO VSHFWUXP� DQG �&�7 �  
��7 �Q��3 �7 � > �5�7 �� LV WKH FRQWLQXRXV VSHFWUXP� �:H DUH XVLQJ WKH VWDQGDUG QR�
WDWLRQ ee Iy � & � y � eJ�� /HW z GHQRWH WKH /HEHVJXH PHDVXUH RQ WKH XQLW FLUFOH
b� 6XSSRVH 7 LV D FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ FRQWUDFWLRQ� :H VSOLW WKH SURRI LQWR WZR
SDUWV� ,Q SDUW �D� LW LV DVVXPHG WKDW z

b
�&�7 � ? b

c
 � DQG LQ SDUW �E� LW LV DVVXPHG

WKDW �&�7 � ? b  "�
�D� ,I z

b
��7 � ? b

c
 �� WKHQ 7 LV RI FODVV & �� �FI� >��� S���@�� 0RUHRYHU� HYHU\ FRP�

SOHWHO\ QRQXQLWDU\ FRQWUDFWLRQ LV ZHDNO\ VWDEOH� DQG HYHU\ ZHDNO\ VWDEOH FRQWUDFWLRQ
7 LV VXFK WKDW �3 �7 � > �5�7 � LV LQFOXGHG LQ WKH RSHQ XQLW GLVF �FI� >�� SS��������@��
7KXV LI z

b
�&�7 � ? b

c
 �� WKHQ 7 LV RI FODVV & ��� 7KHUHIRUH� LI $ DQG % DUH SRZHU

ERXQGHG DQG RQH RI WKHP LV D FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ FRQWUDFWLRQ ZKRVH LQWHUVHF�
WLRQ RI WKH FRQWLQXRXV VSHFWUXP ZLWK WKH XQLW FLUFOH KDV /HEHVJXH PHDVXUH ]HUR�
WKHQ WKLV RQH LV RI FODVV & ��� DQG KHQFH $ En % LV RI FODVV & �� E\ 3URSRVLWLRQ ��E��

�E� (YHU\ FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ FRQWUDFWLRQ LV ZHDNO\ VWDEOH� DQG DQ RSHUDWRU 7 LV
XQLIRUPO\ VWDEOH LI DQG RQO\ LI LW LV ZHDNO\ VWDEOH DQG �&�7 � ? b  " �FI� >�� S����@��
7KXV� LI $ DQG % DUH SRZHU ERXQGHG DQG RQH RI WKHP LV D FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\
FRQWUDFWLRQ ZKRVH LQWHUVHFWLRQ RI WKH FRQWLQXRXV VSHFWUXP ZLWK WKH XQLW FLUFOH LV
HPSW\� WKHQ WKLV RQH LV XQLIRUPO\ VWDEOH� DQG VR LV $ En % E\ 3URSRVLWLRQ ��E��
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5HPDUN �� 7KHUH H[LVW WHQVRU SURGXFWV RI FODVV & �� IRU ZKLFK ERWK IDFWRUV DUH
FRPSOHWHO\ QRQXQLWDU\ FRQWUDFWLRQV ZKRVH FRQWLQXRXV VSHFWUD FRLQFLGH ZLWK WKH
ZKROH XQLW FLUFOH� ,QGHHG� LI 9 LV DQ\ LVRPHWU\� WKHQ 3URSRVLWLRQ � HQVXUHV WKDW

�9 En %�Q Vb� 2 �� �% En 9 �Q Vb� 2 �� %Q Vb� 2�

,Q SDUWLFXODU� LI .  + LV VHSDUDEOH DQG 6 LV D XQLODWHUDO VKLIW RQ +� WKHQ 6 En 6e

DQG 6e En 6 DUH VWURQJO\ VWDEOH EHFDXVH 6e LV VWURQJO\ VWDEOH� �7KH RQO\ LVRPHWU\
ZLWK D VWURQJO\ VWDEOH DGMRLQW LV D XQLODWHUDO VKLIW _ VHH H�J�� >�� /HPPD ���@��
7KHUHIRUH� 6 En 6e LV D & ���FRQWUDFWLRQ RQ + En +�

7KH LQYDULDQW VXEVSDFH SUREOHP LV WKH FODVVLFDO RSHQ TXHVWLRQ WKDW DVNV ZKHWKHU
WKHUH H[LVWV DQ RSHUDWRU �HTXLYDOHQWO\� D FRQWUDFWLRQ� RQ DQ LQpQLWH�GLPHQVLRQDO
FRPSOH[ VHSDUDEOH +LOEHUW VSDFH WKDW GRHV QRW KDYH D QRQWULYLDO LQYDULDQW VXEVSDFH�
%\ D VXEVSDFH0 RI D +LOEHUW VSDFH+ ZH PHDQ D FORVHG OLQHDU PDQLIROG RI+� ZKLFK
LV QRQWULYLDO LI I�J � 0 � +� DQG 7 �LQYDULDQW �L�H�� LQYDULDQW IRU DQ RSHUDWRU 7 RQ
+� LI 7 �0� v 0� $ VXEVSDFH0 LV 7 �LQYDULDQW LI DQG RQO\ LI0" LV 7 e�LQYDULDQW�
ZKHUH 0" LV WKH RUWKRJRQDO FRPSOHPHQW RI 0� ,I 0 DQG 0" DUH ERWK LQYDULDQW
IRU 7 �HTXLYDOHQWO\� LI 0 LV LQYDULDQW IRU ERWK 7 DQG 7 e�� WKHQ 0 LV D UHGXFLQJ
VXEVSDFH IRU 7 � &RQWUDFWLRQV $ IRU ZKLFK WKH WHQVRU SURGXFW $ En $e LV RI FODVV & ��

SOD\ DQ LPSRUWDQW UROH LQ WKH LQYDULDQW VXEVSDFH SUREOHP DV ZH VKDOO VHH LQ 7KHRUHP
� EHORZ� )LUVW ZH QHHG WKH IROORZLQJ DX[LOLDU\ UHVXOW� ZKLFK VKRZV KRZ QRQWULYLDO
LQYDULDQW RU UHGXFLQJ VXEVSDFHV DUH WUDQVIHUUHG ZKHQ WDNLQJ WHQVRU SURGXFWV�

3URSRVLWLRQ �� /HW $ DQG % EH QRQ]HUR RSHUDWRUV RQ + DQG . � DQG OHW 0 DQG

1 EH VXEVSDFHV RI + DQG . � UHVSHFWLYHO\�

�D� 0 LV LQYDULDQW �UHGXFLQJ� IRU $ DQG 1 LV LQYDULDQW �UHGXFLQJ� IRU % LI DQG

RQO\ LI 0 En 1 LV DQ LQYDULDQW �UHGXFLQJ� VXEVSDFH IRU $ En %�

�E� 0RUHRYHU� RQH RI 0 RU 1 LV QRQWULYLDO DQG WKH RWKHU LV QRQ]HUR LI DQG RQO\

LI 0 En 1 LV QRQWULYLDO�

3URRI� $ VXEVSDFH 5 RI D +LOEHUW VSDFH LV LQYDULDQW �RU UHGXFLQJ� IRU D QRQ]HUR
RSHUDWRU 7 LI DQG RQO\ LI WKHUH H[LVWV DQ RUWKRJRQDO SURMHFWLRQ ( VXFK WKDW (7(  
7( �RU VXFK WKDW 7(  (7 � ZKHUH 5  UDQJH �(�� 0RUHRYHU� VLQFH WKH RUWKRJRQDO
SURMHFWLRQ ZLWK UDQJH 5 LV XQLTXH� 5 LV QRQWULYLDO LI DQG RQO\ LI ( LV QRQWULYLDO �L�H��
2 � ( � ,�� :H ZRUN RXW WKH SURRI IRU WKH LQYDULDQW VXEVSDFH FDVH RQO\� 7KH SURRI
IRU WKH UHGXFLQJ VXEVSDFH FDVH LV VLPLODU� ZKHUH WKH UHODWLRQ (7(  7( LV UHSODFHG
ZLWK WKH FRPPXWLQJ DVVXPSWLRQ 7(  (7 �

�D� ,I 0  UDQJH �3 � LV DQ LQYDULDQW VXEVSDFH IRU $ ZKHUH 3 LV WKH RUWKRJRQDO
SURMHFWLRQ RQ+ VXFK WKDW 3$3  $3 DQG LI 1  UDQJH �4� LV DQ LQYDULDQW VXEVSDFH
IRU % ZKHUH 4 LV WKH RUWKRJRQDO SURMHFWLRQ RQ . VXFK WKDW 4%4  %4� WKHQ

�3 En 4� �$ En %� �3 En 4�  3$3 En 4%4  $3 En %4  �$ En %� �3 En 4��

ZKHUH 3 En 4 LV DQ RUWKRJRQDO SURMHFWLRQ RQ + En . �VLQFH LW LV LGHPSRWHQW DQG
VHOI�DGMRLQW ZKHQHYHU 3 DQG 4 DUH� ZLWK

UDQJH �3 En 4�  UDQJH �3 � En UDQJH �4�  0 En 1 �
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ZKLFK LV D VXEVSDFH RI + En . �VLQFH LW LV WKH UDQJH RI DQ RUWKRJRQDO SURMHFWLRQ��
7KHUHIRUH� 0 En 1 LV DQ LQYDULDQW VXEVSDFH IRU WKH WHQVRU SURGXFW $ En %� &RQ�
YHUVHO\� WDNH DUELWUDU\ YHFWRUV X � 0 DQG Y � 1 VR WKDW WKH VLQJOH WHQVRU Xn Y
OLHV LQ 0 En 1 � ,I 0 En 1 LV DQ LQYDULDQW VXEVSDFH IRU $ En % WKHQ� LQ SDUWLFXODU�
�$ En %��Xn Y�  $Xn%Y OLHV LQ 0 En 1 VR WKDW $X � 0 DQG %Y � 1 � +HQFH
0 LV $�LQYDULDQW DQG 1 LV %�LQYDULDQW�

�E� 2QH RI 0 RU 1 LV QRQWULYLDO DQG WKH RWKHU LV QRQ]HUR LI DQG RQO\ LI RQH RI
WKH RUWKRJRQDO SURMHFWLRQV 3 RU 4 LV QRQWULYLDO DQG WKH RWKHU LV QRQ]HUR �VLQFH 0
DQG 1 DUH WKH UDQJHV RI 3 DQG 4�� ZKLFK PHDQV WKDW WKH RUWKRJRQDO SURMHFWLRQ
3 En 4 LV QRQWULYLDO RU� HTXLYDOHQWO\� WKDW WKH VXEVSDFH0 En 1 �ZKLFK LV WKH UDQJH
RI 3 En 4� LV QRQWULYLDO�

'RHV D FRQWUDFWLRQ QRW LQ & �� KDYH D QRQWULYLDO LQYDULDQW VXEVSDFH" (TXLYDOHQWO\�
LV D FRQWUDFWLRQ ZLWKRXW D QRQWULYLDO LQYDULDQW VXEVSDFH QHFHVVDULO\ RI FODVV & ��"
7KLV LV D FODVVLFDO RSHQ TXHVWLRQ LQ RSHUDWRU WKHRU\ �VHH >�@ IRU HTXLYDOHQW YHUVLRQV
RI LW�� :H VKRZ QH[W WKDW D FRQWUDFWLRQ $ IRU ZKLFK $ En $e LV QRW LQ & �� KDV D

QRQWULYLDO LQYDULDQW VXEVSDFH� 7KLV HQVXUHV WKDW LI $ LV D FRQWUDFWLRQ DQG $ En $e

KDV QR QRQWULYLDO LQYDULDQW VXEVSDFH� WKHQ $ En $e LV QHFHVVDULO\ RI FODVV & ��� 5HFDOO
WKDW + LV VHSDUDEOH LI DQG RQO\ LI + En + LV VHSDUDEOH�

7KHRUHP �� /HW $ EH D FRQWUDFWLRQ RQ D VHSDUDEOH +LOEHUW VSDFH +� OHW 0 DQG

1 EH VXEVSDFHV RI +� DQG FRQVLGHU WKH IROORZLQJ DVVHUWLRQV�

�D� $ En $e KDV QR QRQWULYLDO LQYDULDQW VXEVSDFH�

�E� $ En $e KDV QR QRQWULYLDO LQYDULDQW VXEVSDFH RI WKH IRUP 0 En 1 �

�F� $ KDV QR QRQWULYLDO LQYDULDQW VXEVSDFH�

�G� $ En $e LV D & ���FRQWUDFWLRQ�

&ODLP� �D�  � �E� �� �F�  � �G��

3URRI� $VVHUWLRQ �D� WULYLDOO\ LPSOLHV �E�� 1RZ 3URSRVLWLRQ � HQVXUHV WKDW $ En $e

KDV D QRQWULYLDO LQYDULDQW VXEVSDFH RI WKH IRUP0 En 1 LI DQG RQO\ LI0 DQG 1 DUH
LQYDULDQW VXEVSDFHV IRU $ DQG $e� EHLQJ RQH RI WKHP QRQWULYLDO� 7KXV� VLQFH $ KDV
D QRQWULYLDO LQYDULDQW VXEVSDFH LI DQG RQO\ LI $e KDV� WKH GHQLDO RI �E� LV HTXLYDOHQW
WR WKH GHQLDO RI �F�� DQG VR �E� DQG �F� DUH HTXLYDOHQW DVVHUWLRQV� )LQDOO\� LI �F� KROGV
WUXH� WKHQ $ LV HLWKHU D & ��� D & �� RU D & ���FRQWUDFWLRQ >�� 3URSRVLWLRQ �@� +HQFH�
$ En $e RQ + En + LV RI FODVV & �� E\ 3URSRVLWLRQ ��E�� ZKLFK LV D FRQWUDFWLRQ VLQFH
N$ En $eN  N$N N$eN  N$N�� 7KXV �F� LPSOLHV �G��

7KHUHIRUH� LI $ GRHV QRW KDYH D QRQWULYLDO LQYDULDQW VXEVSDFH� WKHQ $ En $e LV

D & ���FRQWUDFWLRQ� DQG WKHUH LV QR VXEVSDFHV 0 DQG 1 RI +� ZLWK RQH RI WKHP

EHLQJ QRQWULYLDO� VXFK WKDW 0 En 1 LV $ En $e�LQYDULDQW� LQ SDUWLFXODU� WKHUH LV QR

QRQWULYLDO VXEVSDFH 0 RI + VXFK WKDW 0 En 0" LV $ En $e�LQYDULDQW�

�� 3RVLQRU P DO LW \

3RVLQRUPDO RSHUDWRUV ZKHUH LQWURGXFHG LQ >��@ DV WKH FODVV RI +LOEHUW VSDFH RS�
HUDWRUV 7 IRU ZKLFK 7 7 e  7 e47 IRU VRPH QRQQHJDWLYH RSHUDWRU 4� 7KLV LV D YHU\
ODUJH FODVV WKDW LQFOXGHV WKH K\SRQRUPDO �LQ IDFW DOO GRPLQDQW RSHUDWRUV� DV ZHOO DV
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WKH LQYHUWLEOH RSHUDWRUV �LQ IDFW HYHU\ LQMHFWLYH RSHUDWRU ZLWK D FORVHG UDQJH�� :H
VKRZ EHORZ WKDW SRVLQRUPDOLW\ LV SUHVHUYHG E\ WHQVRU SURGXFWV�

7KHRUHP �� 7DNH QRQ]HUR RSHUDWRUV $ � %>+@ DQG % � %>. @� 7KH WHQVRU SURGXFW

$ En % LV SRVLQRUPDO LI DQG RQO\ LI ERWK $ DQG % DUH SRVLQRUPDO�

3URRI� 6XSSRVH $ DQG% DUH ERWK QRQ]HUR �RWKHUZLVH $ En% LV WULYLDOO\ SRVLQRUPDO��
,W LV NQRZQ WKDW DQ RSHUDWRU 7 LV SRVLQRUPDO LI DQG RQO\ LI WKHUH LV D q ! � IRU ZKLFK
7 7 e x q�7 e7 >��@ �VHH DOVR >��@�� 7KXV� LI $ DQG % DUH SRVLQRUPDO� WKHQ WKHUH DUH
SRVLWLYH FRQVWDQWV o DQG p VXFK WKDW $$e x o�$e$ DQG %%e x p�%e%� 6LQFH WKH
RSHUDWRUV LQYROYHG LQ WKH DERYH LQHTXDOLWLHV DUH QRQQHJDWLYH� LW IROORZV WKDW

$$e En %%e x o�p��$e$ En %e%�

�VHH H�J�� >�@�� DQG WKHUHIRUH

�$ En %��$ En %�e x o�p��$ En %�e�$ En %�

VR WKDW $ En % LV SRVLQRUPDO� &RQYHUVHO\� LI $ En % LV SRVLQRUPDO� WKHQ WKHUH H[LVWV
D SRVLWLYH q VXFK WKDW

�$ En %��$ En %�e x q��$ En %�e �$ En %��

ZKLFK PHDQV

$$e En %%e x �q$e$� En �q%e%��

6LQFH WKH RSHUDWRUV LQYROYHG LQ WKH DERYH LQHTXDOLWLHV DUH DOO QRQ]HUR DQG QRQQHJD�
WLYH� LW IROORZV E\ >��� 3URSRVLWLRQ ���@ WKDW WKHUH LV D SRVLWLYH QXPEHU r VXFK WKDW
$$e x r�$e$� DQG %%erb� x �%e%� VR WKDW ERWK $ DQG % DUH SRVLQRUPDO�

5HFDOO WKH IROORZLQJ VWDQGDUG GHpQLWLRQV� $ +LOEHUW VSDFH RSHUDWRU 7 LV K\SRQRU�
PDO LI 7 7 e x 7 e7 RU� HTXLYDOHQWO\� LI �y, b 7 ��y, b 7 e� x �y, b 7 e��y, b 7 � IRU
HYHU\ VFDODU y LQ &� ,W LV 0 �K\SRQRUPDO LI WKHUH H[LVWV D FRQVWDQW 0 y � VXFK WKDW
�y, b 7 ��y, b 7 e� x 0�y, b 7 e��y, b 7 � IRU HYHU\ y LQ & �DFWXDOO\� K\SRQRUPDO
PHDQV ��K\SRQRUPDO�� DQG GRPLQDQW LI IRU HDFK y LQ & WKHUH H[LVWV DQ0y y � VXFK
WKDW �y, b 7 ��y, b 7 e� x 0y�y, b 7 e��y, b 7 �� 7KXV� DV ZH VDZ LQ WKH SURRI RI
7KHRUHP �� DQ RSHUDWRU 7 LV GRPLQDQW LI DQG RQO\ LI �y, b 7 � LV SRVLQRUPDO IRU

HYHU\ y LQ &� 7KHVH FODVVHV DUH UHODWHG E\ SURSHU LQFOXVLRQV�

+\SRQRUPDO ~ 0 �+\SRQRUPDO ~ 'RPLQDQW ~ 3RVLQRUPDO�

+\SRQRUPDOLW\ LV SUHVHUYHG E\ WHQVRU SURGXFWV �DV FRPPHQWHG LQ 6HFWLRQ �� DQG VR
GRHV SRVLQRUPDOLW\ �7KHRUHP �� EXW WKH FODVVHV LQ EHWZHHQ DUH GHpQHG LQ WHUPV RI
WUDQVODWLRQV� DQG WUDQVODWLRQ LV QRW D SURSHUW\ WKDW FDQ EH VHSDUDWHG ZKHQ WDNLQJ
WHQVRU SURGXFWV� 0RUHRYHU� WKHVH FODVVHV DUH QRW FORVHG XQGHU RUGLQDU\ SURGXFWV�
ZKLFK SUHYHQW DQ DSSOLFDWLRQ RI 7KHRUHP �� 7KH QH[W UHVXOW JLYHV D VXrFLHQW FRQ�
GLWLRQ IRU SUHVHUYLQJ GRPLQDQFH E\ WHQVRU SURGXFWV _ UHFDOO WKDW LI $ DQG % DUH
GRPLQDQW� WKHQ WKH\ DUH SRVLQRUPDO�

&RUROODU\ �� 6XSSRVH $ � %>+@ DQG % � %>. @ DUH SRVLQRUPDO� ,I RQH RI WKHP LV

TXDVLQLOSRWHQW� WKHQ WKH WHQVRU SURGXFW $ En % LV GRPLQDQW�
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3URRI� 5HFDOO WKDW DQ RSHUDWRU KDV D RQH�SRLQW VSHFWUXP LI LWV VSHFWUXP LV D VLQ�
JOHWRQ �L�H�� KDV H[DFWO\ RQH HOHPHQW�� ,Q SDUWLFXODU� D TXDVLQLOSRWHQW LV D RQH�SRLQW
VSHFWUXP RSHUDWRU ZKRVH VSHFWUXP LV I�J �L�H�� DQ RSHUDWRU ZLWK ]HUR VSHFWUDO UD�
GLXV�� 7DNH DQ DUELWUDU\ +LOEHUW VSDFH RSHUDWRU 7 � ,I LW LV D RQH�SRLQW VSHFWUXP�
VD\ ��7 �  I{J� WKHQ 7 �  {, b 7 LV TXDVLQLOSRWHQW �E\ WKH 6SHFWUDO 0DSSLQJ 7KH�
RUHP�� 7KXV HYHU\ QRQ]HUR FRPSOH[ QXPEHU OLHV LQ WKH UHVROYHQW VHW RI 7 � VR WKDW
y, b 7 � LV LQYHUWLEOH IRU HYHU\ y � � LQ &� 6LQFH LQYHUWLEOH RSHUDWRUV DUH SRVLQRUPDO
>��@ �VHH DOVR >��@�� LW IROORZV WKDW y, b 7 � LV SRVLQRUPDO IRU HYHU\ y LQ & ZKHQHYHU
7 � LV LWVHOI SRVLQRUPDO� ZKLFK PHDQV WKDW 7 � LV GRPLQDQW� %XW LW LV FOHDU E\ WKH
YHU\ GHpQLWLRQ RI D GRPLQDQW RSHUDWRU WKDW LI 7 �  {, b 7 LV GRPLQDQW� WKHQ VR LV
7  {, b 7 �� 2XWFRPH� LI D RQH�SRLQW VSHFWUXP 7 ZLWK ��7 �  I{J LV VXFK WKDW

{, b 7 LV SRVLQRUPDO� WKHQ 7 LV GRPLQDQW� ,Q SDUWLFXODU� D SRVLQRUPDO TXDVLQLOSR�

WHQW RSHUDWRU LV GRPLQDQW� 1RZ VXSSRVH $ DQG % DUH SRVLQRUPDO VR WKDW $ En %
LV SRVLQRUPDO E\ 7KHRUHP �� ,I RQH RI $ RU % LV TXDVLQLOSRWHQW� WKHQ VR LV WKH
WHQVRU SURGXFW $ En % VLQFH U�$ En %�  U�$� U�%�� 7KXV $ En % LV D SRVLQRUPDO
TXDVLQLOSRWHQW� WKXV GRPLQDQW�

5HI HU HQF HV

�� $ � % U RZ Q DQ G & � 3 HDU F\ � 6 SHFW U D RI W HQ VRU SU RGXFW V RI RSHU DW RU V� 3 U RF� $ P HU � 0DWK � 6 RF� ��
������� ���^����

�� $ � % U RZ Q DQ G & � 3 HDU F\ � ,Q W U RGXFW LRQ W R 2SHU DW RU 7 KHRU \ , ^ ( OHPHQ W V RI )XQ FW LRQ DO $ Q DO�

\ VLV� 6 S U LQ JHU � 1 HZ < RU N � �����
�� % �3 � 'X JJDO� 7 HQ VRU SU RGXFW V RI RSHU DW RU V ^ VW U RQ J VW DELOLW \ DQ G S� K\ SRQ RU PDOLW \ � *ODVJRZ

0DWK � - � �� ������� ���^����
�� 3 �5� + DOP RV� )LQ LW H� ' LPHQ VLRQ DO 9 HFW RU 6 SDFHV� 9 DQ 1 RVWU DQ G � 1 HZ < RU N � ����� U HS U LQ WHG �

6 S U LQ JHU � 1 HZ < RU N � �����
�� ,�+ � .LP � 7 HQ VRU SU RGXFW V RI ORJ� K\ SRQ RU PDO RSHU DW RU V� % X OO� .RU HDQ 0DWK � 6 RF� �� �������

���^����
�� & �6 � .X E U X VO\ � 6 W U RQ J VW DELOLW \ GRHV Q RW LPSO\ VLPLODU LW \ W R D FRQ W U DFW LRQ � 6 \ VWHP V & RQ WU RO

/HWW� �� ������ ���^����
�� & �6 � .X E U X VO\ � ( TXLYDOHQ W LQ YDU LDQ W VXEVSDFH SU REOHPV� - � 2S HU DWRU 7 K HRU \ �� ������� ���^

����
�� & �6 � .X E U X VO\ � $ Q ,Q W U RGXFW LRQ W R 0RGHOV DQ G ' HFRPSRVLW LRQ V LQ 2SHU DW RU 7 KHRU \ � % LU N �

K �DX VHU � % RVWRQ � �����
�� & �6 � .X E U X VO\ � $ FRQ FLVH LQ W U RGXFW LRQ W R W HQ VRU SU RGXFW � )DU ( DVW - � 0DWK � 6 FL� �� �������

���^����
��� & �6 � .X E U X VO\ DQ G % �3 � 'X JJDO� 2Q SRVLQ RU PDO RSHU DW RU V� $ G Y � 0DWK � 6 FL� $ S S O� �� �������

WR DS S HDU �
��� & �6 � .X E U X VO\ DQ G 1 � /HY DQ � 3 U RSHU FRQ W U DFW LRQ V DQ G LQ YDU LDQ W VXEVSDFHV� ,Q WHU Q DW� - � 0DWK �

0DWK � 6 FL� �� ������� ���^����
��� + �& � 5K DO\ � - U �� 3 RVLQ RU PDO RSHU DW RU V� - � 0DWK � 6 RF� - DS DQ �� ������� ���^����
��� 0� 5HHG DQ G % � 6 LP RQ � 0HW KRGV RI 0RGHU Q 0DW KHPDW LFDO 3 K\ VLFV ,� )XQ FW LRQ DO $ Q DO\ VLV�

�Q G HG Q � $ FDG HP LF 3 U HVV� 1 HZ < RU N � �����
��� 7 � 6 DLWAR� + \ SRQ RU PDO RSHU DW RU V DQ G U HODW HG W RSLFV� /HFWX U HV RQ 2S HU DWRU $ OJHE U DV� 1 HZ

2U OHDQ V� ����^����� /HFWX U H 1 RWHV LQ 0DWK �� 9 RO� ���� 6 S U LQ JHU � % HU OLQ � ����� ���^����
��� - � 6 WRFK HO� 6 HPLQ RU PDOLW \ RI RSHU DW RU V IU RP W KHLU W HQ VRU SU RGXFW � 3 U RF� $ P HU � 0DWK � 6 RF�

��� ������� ���^����
��� % � 6 ]��1 DJ\ DQ G & � )RLD|V� + DU PRQ LF $ Q DO\ VLV RI 2SHU DW RU V RQ + LOEHU W 6 SDFH� 1 RU WK �+ ROODQ G �

$ P VWHU G DP � �����
��� .� 7 DQ DK DVK L DQ G 0� & K zR� 7 HQ VRU SU RGXFW V RI ORJ� K\ SRQ RU PDO DQ G RI FODVV $�V� W� RSHU DW RU V�

*ODVJRZ 0DWK � - � �� ������� ��^���
��� - � : HLG P DQ Q � / LQ HDU 2SHU DW RU V LQ + LOEHU W 6 SDFHV� 6 S U LQ JHU � 1 HZ < RU N � �����
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3XEOLFDWLRQHV 0DWKHPDWLFDH 'HEUHFHQ ������ ��� ���

(UUDWXP

WR WKH SDSHU ?7HQVRU SURGXFW RI SURSHU FRQWUDFWLRQV�
VWDEOH DQG SRVLQRUPDO RSHUDWRUV�

3XEO� 0DWK� 'HEUHFHQ �� ������� ���^���

E\ F DU O RV V� N XEU XVO \

7ZR FRUUHFWLRQV DUH QHFHVVDU\ DOWKRXJK WKH\ GR QRW DoHFW WKH PDLQ WKHRUHPV RI
WKH SDSHU�

�� 7KH ZHDN VWDELOLW\ SDUW LQ 3URSRVLWLRQ ��D� UHDGV DV IROORZV� ,I $ En % LV ZHDNO\

VWDEOH WKHQ VR LV RQH RI $ RU %� 7KLV KDV QRW EHHQ SURYHG �RU GLVSURYHG� \HW _ LW
UHPDLQV DV DQ RSHQ TXHVWLRQ�

�� 7KH FRQYHUVH RI 3URSRVLWLRQ ��D� UHDGV DV IROORZV� ,I 0 En 1 LV LQYDULDQW

�UHGXFLQJ� IRU $ En %� WKHQ 0 LV LQYDULDQW �UHGXFLQJ� IRU $ DQG 1 LV LQYDULDQW

�UHGXFLQJ� IRU %� 7KLV LV QRW FRUUHFW� 7KH FRUUHFW VWDWHPHQW LV� ,I 0 En 1 LV LQ�

YDULDQW IRU $ En %� WKHQ 0 LV LQYDULDQW IRU $ RU 1 LV LQYDULDQW IRU %� ,I 0 En 1
LV QRQ]HUR DQG LQYDULDQW �UHGXFLQJ� IRU $ En %� DQG LI $ DQG % DUH LQMHFWLYH� WKHQ

0 LV LQYDULDQW �UHGXFLQJ� IRU $ DQG 1 LV LQYDULDQW �UHGXFLQJ� IRU %�

& DW KRO LF 8QLYHU VLW \ RI 5LR GH -DQHLU R� � � � � � �� � � � 5LR GH -DQHLU R� 5-� %U D] LO

( � PDLO DGGU HVV� FDUORV#HOH�SXF�ULR�EU


