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$EVW U DF W � $ E U LHI LQ WU RG X FWLRQ WR WHQ VRU S U RG X FW LQ + LOE HU W VS DFH LV RU JDQ L]HG
LQ WR p Y H VHFWLRQ V� 7 K H LQ Q HU S U RG X FW VS DFH + n . RI + LOE HU W VS DFHV + DQ G . �
DV Z HOO DV WK H WHQ VRU S U RG X FW $n% RI RS HU DWRU V $ DQ G % DU H G LVFX VVHG LQ [ ��
7 K HLU FRP S OHWLRQ � OHDG LQ J WR WK H FRQ FHS W RI WHQ VRU S U RG X FW VS DFH� LV WK H WRS LF

RI [ �� .U RQ HFN HU S U RG X FW FRP S U LVHV WK H VX E MHFW RI [ �� DQ G FRP P X WDWLY LW\ RI
WK H WHQ VRU S U RG X FW RI RS HU DWRU V LV IRFX VHG LQ [ �� )LQ DOO\ � WHQ VRU S U RG X FW IRU
FODVVHV RI RS HU DWRU V FORVHV WK LV H[ S RVLWRU \ S DS HU LQ [ ��

�� 7 KH ,QQHU 3U RGXF W 6SDF H +n .

/HW + DQG . EH QRQ]HUR FRPSOH[ +LOEHUW VSDFHV ZLWK K � L+ DQG K � L. GHQRWLQJ
WKHLU UHVSHFWLYH LQQHU SURGXFWV �GHpQHG WR EH OLQHDU LQ WKH pUVW DUJXPHQW�� :H VKDOO
GHpQH WKH FRQFHSW RI WHQVRU SURGXFW VSDFH LQ WHUPV RI WKH VLQJOH WHQVRU SURGXFW RI
YHFWRUV DV D FRQMXJDWH ELOLQHDU IXQFWLRQDO RQ WKH &DUWHVLDQ SURGXFW RI + DQG . �
�VHH H�J�� >�@ DQG >��@�� )RU DQ DEVWUDFW DSSURDFK VHH H�J�� >�@ DQG >��@�

'HpQLWLRQ �� 7KH VLQJOH WHQVRU SURGXFW RI [ � + DQG \ � . LV D FRQMXJDWH ELOLQHDU
IXQFWLRQDO

[n \ � +d . � &
GHpQHG E\

�[n \� �X� Y�  K[ �XL+ K\ � YL . IRU HYHU\ �X� Y� � +d . �

5HPDUN �� 5HFDOO WKDW WKH RXWHU SURGXFW RI D SDLU RI YHFWRUV [ � + DQG \ � . LV
D UDQN�RQH ERXQGHG OLQHDU WUDQVIRUPDWLRQ RI . LQWR +

[p \ � . � +
GHpQHG E\

�[p \�Y  KY � \L . [ IRU HYHU\ Y � . �

7KXV [p \ KDV UDQJH HTXDO WR VSDQI[J� OLHV LQ %>+� . @� DQG

N[p \N  N[N+ N\N.

IRU N[p \N  VXS NYN �  � N�[p \�YN  N[N VXS NYN �  � MKY � \L . M  N[N+ N\N. � $OVR�

�[p \�e  \ p [

DV K�[p \�Y �XL+  KY � \L . K[ �XL+  KY � �\ p [�XL+ IRU �X� Y� LQ+d . �0RUHRYHU�

K�\ p X�[ � YL .  K[ �XL+ K\ � YL .  �[n \��X� Y� IRU HYHU\ �X� Y� � +d .

VR WKDW VLQJOH WHQVRU SURGXFWV DQG RXWHU SURGXFWV DUH UHODWHG DV IROORZV�

�[n \�� c � c �  K�\ p c �[ � c L. RQ +d . �

' DW H� - DQ X DU \ ��� �����
���� 0DW KHPDW LFV 6 XEMHFW & ODVVLpFDW LRQ � 3 U LP DU \ ��$ ��� 6 HFRQ G DU \ ��% ���
. H\ Z RU GV� 7 HQ VRU S U RG X FW� + LOE HU W VS DFH RS HU DWRU V� .U RQ HFN HU S U RG X FW�

�
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,W LV ZRUWK QRWLFLQJ WKDW� VLQFH + DQG . DUH OLQHDU VSDFHV RYHU WKH VDPH pHOG�
WKH &DUWHVLDQ SURGXFW +d . FDQ DOVR EH PDGH D OLQHDU VSDFH� VWLOO RYHU WKH VDPH
VFDODU pHOG� LI YHFWRU DGGLWLRQ DQG VFDODU PXOWLSOLFDWLRQ DUH FRRUGLQDWHZLVH GHpQHG�

�[�� \�� � �[�� \��  �[� � [� � \� � \�� DQG o�[� \�  �o[� o\�

IRU HYHU\ �[�� \��� �[�� \�� DQG �[� \� LQ +d . DQG HYHU\ o LQ &�

5HPDUN �� :LWK VFDODU PXOWLSOLFDWLRQ RI IXQFWLRQDOV RQ +d . GHpQHG SRLQWZLVH�
DQG VLQFH + DQG . DUH OLQHDU VSDFHV �RYHU WKH VDPH VFDODU pHOG�� LW IROORZV WKDW
VFDODU PXOWLSOLFDWLRQ RI D VLQJOH WHQVRU LV DJDLQ D VLQJOH WHQVRU� ,QGHHG�

op�[n \�  o[n p\  p[n o\ IRU HYHU\ o� p � & DQG HYHU\ �[� \� � +d . �

ZKHUH WKH DERYH H[SUHVVLRQV� QDPHO\� op�[n \�� o[n p\ DQG p[n o\� DUH GLoHU�
HQW QRWDWLRQV IRU WKH VDPH FRQMXJDWH ELOLQHDU IXQFWLRQDO �X� Y� �� op K[ �XL+ K\ � YL . �
�7KLV LV VLPLODU WR WKH IDFW WKDW WKH IXQFWLRQ WKDW VKLIWV HYHU\ UHDO QXPEHU q E\
WKH XQLW\ FDQ EH HTXLYDOHQWO\ H[SUHVVHG HLWKHU E\ q �� �

���q b �� RU VLPSO\ E\
q �� q b ��� ,Q RWKHU ZRUGV� SRLQWZLVH HTXDOLW\ KROGV IRU WKH IXQFWLRQDOV o[n p\

DQG p[n o\ RQ WKH VDPH GRPDLQ +d . � DQG KHQFH WKLV XQLTXH VLQJOH WHQVRU SURG�
XFW PD\ EH UHSUHVHQWHG E\ PDQ\ GLVWLQFW SDLUV RI YHFWRUV IURP +d . �VXFK DV
�o[� p\�� �p[� o\�� �op[� \�� �[� op\�� DQG VR RQ� _ WKH QDWXUDO PDS �[� \� �� [n \

IURP WKH &DUWHVLDQ SURGXFW +d . WR WKH FROOHFWLRQ RI DOO FRQMXJDWH ELOLQHDU IXQF�
WLRQDOV RI WKH VLQJOH WHQVRU W\SH LV QRW LQMHFWLYH�

7KH VLQJOH WHQVRU SURGXFW RSHUDWLRQ GHVHUYHV LWV QDPH� LW LV GLVWULEXWLYH ZLWK
UHVSHFW WR DGGLWLRQ �L�H�� ZLWK UHVSHFW WR SRLQWZLVH GHpQHG DGGLWLRQ RI WKH DVVRFLDWHG
FRQMXJDWH ELOLQHDU IXQFWLRQDOV�� ,QGHHG� IRU HYHU\ [�Z LQ + DQG \� ] LQ . �

[n �\ � ]�  [n \ � [n ] DQG �[� Z�n \  [n \ � Z n \ ���

VR WKDW
�[� Z�n �\ � ]�  [n \ � Z n \ � [n ] � Z n ]�

DQG KHQFH DGGLWLRQ RI VLQJOH WHQVRUV LV QRW QHFHVVDULO\ D VLQJOH WHQVRU�

[n \ � Z n ]  �[� Z�n �\ � ]�b [n ] b Z n \�

7KXV FRQVLGHU WKH FROOHFWLRQ

+n .  
Q Q;

L �

oL�[L n \L� � oL � &� �[L� \L� � +d . � Q � 1
R

���D�

RI DOO �pQLWH� OLQHDU FRPELQDWLRQV RI VLQJOH WHQVRUV RQ+d . � ZKLFK LV FOHDUO\ D OLQHDU
VSDFH �RYHU WKH VDPH FRPSOH[ pOHG &� _ DGGLWLRQ RI D FRXSOH RI HOHPHQWV IURP
+n . LV DQ HOHPHQW RI +n . � 7KH RULJLQ RI WKH OLQHDU VSDFH +n . LV WKH VLQJOH
WHQVRU SURGXFW �n �� ZKLFK FRLQFLGHV ZLWK [n � RU �n \ DFFRUGLQJ WR 5HPDUN ��
$FWXDOO\� ZH VDZ LQ 5HPDUN � WKDW VFDODU PXOWLSOLFDWLRQ RI VLQJOH WHQVRUV DUH DJDLQ
VLQJOH WHQVRUV� DQG DOVR WKDW oL�[L n \L� LQ ���D� FDQ EH ZULWWHQ DV oL[L n \L� RU

[L n oL\L� RU HYHQ DV oL

�
� [L n oL

�
� \L� 7KHQ WKH GHpQLWLRQ RI WKH OLQHDU VSDFH +n .

LQ ���D� FDQ EH HTXLYDOHQWO\ ZULWWHQ DV

+n .  
Q Q;

L �

[L n \L � �[L� \L� � +d . � Q � 1
R
� ���E�
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$JDLQ� ZLWK DGGLWLRQ DQG VFDODU PXOWLSOLFDWLRQ GHpQHG SRLQWZLVH ZH FDQ VKRZ WKDW�
IRU DUELWUDU\ oL� pM LQ &� �[L� \M� LQ +d . � DQG Q�P LQ 1�

Q;

L �

P;

M  �

oLpM �[L n \M� �X� Y�  
Q;

L �

P;

M  �

oLpM K[L �XL+ K\M � YL.

 
Q;

L �

P;

M  �

KoL[L �XL+ KpM\M � YL .  
' Q;

L �

oL[L �X
(
+

' P;

M  �

pM\M � Y
(
.

 
Kt Q;

L �

oL[L

u
n
t P;

M  �

pM\M

uL
�X� Y� IRU HYHU\ �X� Y� � +d . �

7KHUHIRUH�
t Q;

L �

oL[L

u
n
t P;

M  �

pM\M

u
 

Q;

L �

P;

M  �

oLpM �[L n \M� ���

IRU HYHU\ oL� pM LQ &� HYHU\ �[L� \M� LQ +d . � DQG HYHU\ Q�P LQ 1� %RWK VLGHV RI
WKH DERYH HTXDWLRQ FOHDUO\ OLH LQ +n . VLQFH WKH\ DUH OLQHDU FRPELQDWLRQ RI VLQJOH
WHQVRUV� WKH RQH DW WKH OHIW�KDQG VLGH EHLQJ D WULYLDO OLQHDU FRPELQDWLRQ RI MXVW RQH
VLQJOH WHQVRU

b3Q

L � oL[L

c
n
b3P

M  � pM\M
c
DQG WKH RWKHU DW WKH ULJKW�KDQG VLGH EHLQJ

D OLQHDU FRPELQDWLRQ RI SRVVLEO\ PDQ\ VLQJOH WHQVRUV
3Q

L �

3P

M  � oLpM�[L n \M��

1RZ FRQVLGHU WKH IXQFWLRQDO

K � L � �+n . �d �+n . �� &

GHpQHG� RQ WKH &DUWHVLDQ SURGXFW �+n . �d �+n . � RI WKH OLQHDU VSDFH + n .
ZLWK LWVHOI� DV IROORZV�

' Q;

L �

oL�[L n \L� �
P;

M  �

pM�ZM n ]M�
(
 

Q;

L �

P;

M  �

oLpM K[L �ZML+ K\L � ]ML . ���

IRU DUELWUDU\
3Q

L � oL�[L n \L� DQG
3P

M  � pM�ZM n ]M� LQ +n . � ,Q SDUWLFXODU�

K[n \ �Z n ]L  K[ �ZL+ K\ � ]L .  �[n \� �Z� ]�

IRU HYHU\ [�Z LQ + DQG \� ] LQ . � 6LQFH VLQJOH WHQVRUV DUH FRQMXJDWH ELOLQHDU IXQF�
WLRQDOV� LW LV HDV\ WR VKRZ WKDW WKH IXQFWLRQDO K � L LV D +HUPLWLDQ VHVTXLOLQHDU IRUP
RQ �+n . �d �+n . �� 7R YHULI\ WKDW LW LV DQ LQQHU SURGXFW RQ WKH OLQHDU VSDFH
+n . � ZH QHHG WR VKRZ WKDW LW LQGXFHV D SRVLWLYH TXDGUDWLF IRUP�

3URSRVLWLRQ �� 7KH VHVTXLOLQHDU IRUP GHpQHG LQ ��� LV DQ LQQHU SURGXFW RQ +n . �

3URRI� /HW
3Q

L � [L n \L EH DQ DUELWUDU\ HOHPHQW IURP +n . �FI� ���E��� DQG OHW

IHNJQ
�

N  � DQG IIOJQ
���

O  � EH RUWKRQRUPDO EDVLV IRU WKH VXEVSDFHV RI + DQG . VSDQQHG
E\ I[LJQL � DQG I\LJQL �� UHVSHFWLYHO\� 7KXV FRQVLGHU WKH )RXULHU VHULHV H[SDQVLRQV

[L  
Q
�

;

N  �

K[L � HNL+ HN DQG \L  
Q
���

;

O �

K\L � IOL . IO

RI HDFK [L DQG \L LQ WKH pQLWH�GLPHQVLRQDO VSDFHV VSDQ IHNJQ
�

N  �  VSDQ I[LJQL � v +

DQG VSDQ IIOJQ
���

O  �  VSDQ I\LJ
Q
L � v . VR WKDW� DFFRUGLQJ WR ����
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[Ln\L  
t Q

�
;

N  �

K[L � HNL+ HN

u
n
t Q

���
;

O  �

K\L � IOL . IO

u
 

Q
�

;

N  �

Q
���

;

O  �

K[L � HNL+ K\L � IOL. �HNnIO��

3XW qN�O  
3Q

L �K[L � HNL+ K\L � IOL. IRU HDFK SDLU RI SRVLWLYH LQWHJHUV IN� OJ� 7KXV

Q;

L �

[L n \L  
Q;

L �

Q
�

;

N  �

Q
���

;

O  �

K[L � HNL+ K\L � IOL. �HN n IO�  
Q
�

;

N  �

Q
���

;

O  �

qN�O �HN n IO��

6LQFH DOO VXPV DUH pQLWH� ZH PD\ UHRUGHU WKH pQDO VXP �DQG UHLQGH[ WKH YHFWRUV LQ
HDFK VLQJOH WHQVRU SURGXFW� WR JHW

Q;

L �

[L n \L  
EQ;

C �

q �
C �HC n IC� ���

ZLWK EQ  Q � c Q ��� +RZHYHU� DFFRUGLQJ WR ����

qqq
Q;

L �

[L n \L

qqq
�

 
' Q;

L �

[L n \L �
Q;

L �

[L n \L

(
 

' EQ;

O  �

q �
O �HO n IO� �

EQ;

N  �

q �
N �HN n IN�

(

 
EQ;

O  �

EQ;

N  �

q �
O q

�
N KHO � HNL+ KIO � INL.  

EQ;

N  �

Mq �
NM

�  
Q
�

;

N  �

Q
���

;

O  �

MqN�OM
�� ���

7KHUHIRUH
n3Q

L � [L n \L �
3Q

L � [L n \L
o
LV DOZD\V QRQQHJDWLYH� DQG LW LV ]HUR RQO\ LI

qO�N  � IRU DOO IN� OJ� ZKLFK LPSOLHV
3Q

L � [L n \L  � �WKH RULJLQ RI WKH OLQHDU VSDFH
+n . �� 2XWFRPH� K � L LQ ��� LQGXFHV D SRVLWLYH TXDGUDWLF IRUP N N �WKH LQGXFHG
QRUP RQ +n . � VR WKDW LW LV DQ LQQHU SURGXFW RQ +n . �

&RQVLGHU WKH LQQHU SURGXFW VSDFHV �+n . � K � L� DQG �. n +� K � L�� )URP ����
qqq

Q;

L �

[L n \L

qqq
�

 
' Q;

L �

[L n \L �
Q;

M  �

[M n \M

(
 

Q;

L �

Q;

M  �

K[L �[ML+ K\L � \ML . � ���D�

DQG VR qqq
Q;

L �

[L n \L

qqq  
qqq

Q;

L �

\L n [L

qqq� ���E�

IRU HYHU\
3Q

L � [L n \L LQ +n . � ,Q SDUWLFXODU�

N[n \N  N[N+ N\N. � ���F�

,QGHHG� N[n \N�  K[n \ �[n \L  K[ �[L+ K\ � \L .  N[N�+ N\N�. IRU DQ\ [n \ LQ
+n . � 1RZ OHW %>+@� %>. @ DQG %>+n . @ EH WKH QRUPHG DOJHEUDV RI DOO �ERXQGHG
OLQHDU� RSHUDWRUV RQ +� . DQG +n . � UHVSHFWLYHO\�

'HpQLWLRQ �� 7KH WHQVRU SURGXFW RQ WKH LQQHU SURGXFW VSDFH +n . RI WZR RSHU�
DWRUV $ � %>+@ DQG % � %>. @ LV WKH WUDQVIRUPDWLRQ

$n% � +n . � +n .

RI +n . LQWR LWVHOI VXFK WKDW

�$n%�
Q;

L �

[L n \L  
Q;

L �

$[L n%\L IRU HYHU\
Q;

L �

[L n \L � +n . �
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2EVHUYH WKDW , n ,  o, n ob�,� IRU DQ\ QRQ]HUR VFDODU o� LV WKH LGHQWLW\ RS�
HUDWRU RQ +n . � ZKHUH WKH OHIW�KDQG VLGH , LV WKH LGHQWLW\ RQ + DQG WKDW RQ WKH
ULJKW�KDQG VLGH LV WKH LGHQWLW\ RQ . � 6LPLODUO\� 2 n2  $n2  2 n%� IRU HYHU\
$ RQ + DQG HYHU\ % RQ . � LV WKH QXOO RSHUDWRU RQ +n . � ZKHUH WKH OHIW�KDQG VLGH
2 LV WKH QXOO RSHUDWRU RQ + DQG WKDW RQ WKH ULJKW�KDQG VLGH LV WKH QXOO RSHUDWRU RQ
. � 7KXV $n% LV QXOO LI DQG RQO\ LI RQH RI $ RU % LV QXOO�

3URSRVLWLRQ �� )RU HYHU\ o� p � &� $�$�� $� � %>+@ DQG %�%�� %� � %>. @�

�D� op �$n%�  o$n p%�

�E�� $n �%� �%��  $n%� �$n%��

�E�� �$� �$��n%  $� n% �$� n%�

�E�� �$� �$��n �%� �%��  $� n%� �$� n%� �$� n%� �$� n%��

�F� �$� n%�� �$� n%��  $�$� n%�%��

,I $ DQG % DUH LQYHUWLEOH� WKHQ VR LV $n% DQG

�G� �$n%�b�  $b� n%b��

3URRI� 7DNH DQ DUELWUDU\
3Q

L � [L n \L LQ +n . � 5HFDOOLQJ 5HPDUN � ZH KDYH

op �$n%�
Q;

L �

[Ln\L  op

Q;

L �

$[Ln%\L  
Q;

L �

o$[Lnp%\L  �o$np%�
Q;

L �

[Ln\L�

ZKLFK SURYHV �D�� $FFRUGLQJ WR ��� ZH JHW

d
$n �%� �%��

e Q;

L �

[L n \L  
Q;

L �

$[L n �%� �%��\L  
Q;

L �

$[L n �%�\L �%�\L�

 
Q;

L �

d
$[L n%�\L �$[L n%�\L

e
 

Q;

L �

$[L n%�\L �
Q;

L �

$[L n%�\L

 �$n%��
Q;

L �

[L n \L � �$n%��
Q;

L �

[L n \L  
d
$n%� �$n%�

e Q;

L �

[L n \L

DQG� VLPLODUO\�

d
�$� �$��n%

e Q;

L �

[L n \L  
d
$� n% �$� n%

e Q;

L �

[L n \L�

ZKLFK SURYHV �E�� DQG �E��� )URP �E�� DQG �E�� ZH JHW �E�� DW RQFH�

�$� �$��n �%� �%��  �$� n$��n%� � �$� �$��n%�

 $� n%� �$� n%� �$� n%� �$� n%��

1H[W ZH JHW �F� DV IROORZV�

d
�$� n%�� �$� n%��

e Q;

L �

[L n \L  �$� n%��
K
�$� n%��

Q;

L �

[L n \L

L

 �$� n%��
Q;

L �

$�[L n%�\L  
Q;

L �

$�$�[L n%�%�\L  �$�$� n%�%��
Q;

L �

[L n \L�

DQG �F� LPSOLHV �G�� �$n%� �$b� n%b��  , n ,  �$b� n%b�� �$n%��
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7HQVRU SURGXFW RI ERXQGHG OLQHDU WUDQVIRUPDWLRQV LV DJDLQ ERXQGHG DQG OLQHDU�
�:H VKDOO XVH WKH VDPH QRWDWLRQ N N IRU WKH QRUPV LQ %>+@� %>. @ DQG %>+n . @��

3URSRVLWLRQ �� ,I $ � %>+@ DQG % � %>. @� WKHQ $n% � %>+n . @ DQG

N$n%N  N$N N%N�

3URRI� /LQHDULW\ LV YHULpHG DV IROORZV� 7DNH
3Q

L � [L n \L DQG
3P

L �ZL n ]L LQ
+n . � DQG WDNH o DQG p LQ &� 3XW oL  o IRU HDFK L  � � ��� � Q� DQG SXW oL  p�
[L  ZLbQ DQG \L  ]LbQ IRU HDFK L  Q� � � ��� � Q� P� 2EVHUYH WKDW

�$n%�
t
o

Q;

L �

[L n \L � p

P;

L �

ZL n ]L

u
 �$n%�

P� Q;

L �

oL �[L n \L�

 
P� Q;

L �

$oL

�
�
[L n%oL

�
�
\L  o

t Q;

L �

$[L n%\L

u
� p

t P;

L �

$ZL n%]L

u

 o �$n%�
Q;

L �

[L n \L � p �$n%�
P;

L �

ZL n ]L�

)RU ERXQGHGQHVV DQG WKH QRUP LGHQWLW\� SURFHHG DV IROORZV� 7DNH DUELWUDU\ YHFWRUV
[ � + DQG \ � . DQG QRWH IURP ���F� WKDW

N$[n%\N  N$[N+ N%\N. � ���

1RZ WDNH DQ\
3Q

L � [L n \L LQ +n . � FRQVLGHU WKH VHWXS RI WKH SURRI RI 3URSRVLWLRQ
�� DQG REVHUYH WKDW I$NHN n INJ LV DQ RUWKRJRQDO VHW� ,QGHHG� E\ ����

K$HN n IN �$HO n IOL  K$HN �$HOL+ KIN � IOL .  N$HNN
�
+ rN�O

ZKHUH rN�O LV WKH .URQHFNHU IXQFWLRQ �rO�N  � LI N � O DQG rN�N  ��� 7KXV E\ ����
5HPDUN �� 'HpQLWLRQ �� 3URSRVLWLRQ ��D� DQG WKH DERYH UHODWLRQ IROORZHG E\ WKH
3\WKDJRUHDQ 7KHRUHP� DQG DOVR ���� ����

qqq�$n ,�
Q;

L �

[L n \L

qqq
�

 
qqq�$n ,�

EQ;

N  �

q �
N �HN n IN�
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EQ;
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qqq

EQ;
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N

�� $HN n q �
N

�� IN

qqq
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qqq

EQ;

N  �

q �
N �$HN n IN�
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EQ;

N  �

Mq �
NM

� N$HN n INN
�

 
EQ;

N  �

Mq �
NM

� N$HNN
�
+ x N$N�

EQ;

N  �

Mq �
NM

�  N$N�
qqq

Q;

L �

[L n \L

qqq
�

�

ZLWK , EHLQJ WKH LGHQWLW\ RQ . � 7KHQ $n , LV D ERXQGHG RSHUDWRU DQG

N$n ,N x N$N�

$QDORJRXVO\ �DSSO\LQJ H[DFWO\ WKH VDPH DUJXPHQW� DQG ZLWK , QRZ EHLQJ WKH LGHQ�
WLW\ RQ +�� , n% DOVR LV ERXQGHG DQG

N, n%N x N%N�

2EVHUYH IURP 3URSRVLWLRQ ��F� WKDW

$n%  �$n ,� �, n%�  �, n%� �$n ,�� ���
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ZKHUH WKH LGHQWLW\ RQ . PDNHV WKH WHQVRU SURGXFW ZLWK $ DQG WKH LGHQWLW\ RQ +
PDNHV WKH WHQVRU SURGXFW ZLWK %� 5HFDOO WKDW WKH SURGXFW RI ERXQGHG RSHUDWRUV LV
DJDLQ D ERXQGHG RSHUDWRU ZLWK D ERXQG QRW JUHDWHU WKDQ WKH SURGXFW RI WKH ERXQGV
RI HDFK IDFWRU� 7KXV $n% LV D ERXQGHG RSHUDWRU DFFRUGLQJ WR ��� DQG

N$n%N  N�$n ,� �, n%�N x N�$n ,�N N�, n%� x N$N N%N�

2Q WKH RWKHU KDQG� VLQFH $n% LV ERXQGHG� ZH DOVR JHW IURP ��� WKDW

N$[N+ N%\N.  N$[n%\N  N�$n%��[n \�N

x N�$n%�N N�[n \�N  N�$n%�N N[N+ N\N. �

DQG KHQFH

N$N N%N  VXS
N[N �  �

N$[N+ VXS
N\N �  �

N%\N. x N�$n%�N�

7KHUHIRUH� N$n%N  N$N N%N�

�� 7 HQVRU 3U RGXF W 6SDF H

7KH LQQHU SURGXFW VSDFH +n . LV QRW QHFHVVDULO\ FRPSOHWH�

'HpQLWLRQ �� 7KH WHQVRU SURGXFW + En . RI WKH +LOEHUW VSDFHV+ DQG . LV WKH FRP�
SOHWLRQ RI WKH LQQHU SURGXFW VSDFH +n . � 7KH WHQVRU SURGXFW $ En % LQ %>+ En . @
RI WZR RSHUDWRUV $ � %>+@ DQG % � %>. @ LV WKH H[WHQVLRQ RI WKH WHQVRU SURGXFW
$n% LQ %>+n . @ RI 'HpQLWLRQ � RYHU WKH FRPSOHWLRQ + En . RI +n . �

5HPDUN �� ,Q WKH DERYH GHpQLWLRQ� WKH WHQVRU SURGXFW $n% RI WZR RSHUDWRUV
$ � %>+@ DQG % � %>. @ RQ +n . LV H[WHQGHG E\ �XQLIRUP� FRQWLQXLW\ RYHU + En .
DFFRUGLQJ WR D VWDQGDUG UHVXOW FRQFHUQLQJ H[WHQVLRQV RI RSHUDWRUV RYHU FRPSOHWLRQV
�VHH H�J�� >��� 7KHRUHP ����@��

,I + En . LV WKH FRPSOHWLRQ RI +n . � WKHQ $n% LQ %>+n . @ KDV DQ H[WHQVLRQ

$ En % LQ %>+ En . @� 0RUHRYHU� $ En % LV XQLTXH XS WR XQLWDU\ WUDQVIRUPDWLRQV DQG

N$ En %N  N$n%N�

3URSRVLWLRQ �� )RU HYHU\ o� p � &� $�$�� $� � %>+@ DQG %�%�� %� � %>. @�

�D� op �$ En %�  o$ En p%�

�E�� $ En �%� �%��  $ En %� �$ En %��

�E�� �$� �$�� En %  $� En % �$� En %�

�E�� �$� �$�� En �%� �%��  $� En %� �$� En %� �$� En %� �$� En %��

�F� �$� En %�� �$� En %��  $�$� En %�%��

�G� �$ En %�e  $e En %e�

,I $ DQG % DUH LQYHUWLEOH� WKHQ VR LV $n% DQG

�H� �$ En %�b�  $b� En %b��
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3URRI� 5HFDOO WKDW LI + En . LV WKH FRPSOHWLRQ RI +n . DQG $ En % LQ %>+ En . @ LV
WKH H[WHQVLRQ RI $n% LQ %>+n . @� WKHQ WKHUH H[LVWV D XQLWDU\ WUDQVIRUPDWLRQ

8 � +n . � 5�8� ~ + En . �

ZKHUH ~ PHDQV GHQVHO\ LQFOXGHG � VXFK WKDW

�$ En %�M5 �8�  8�$n%�8e� ����

7KDW LV� WKH UDQJH 5�8� RI 8 LV D GHQVH OLQHDU PDQLIROG RI WKH +LOEHUW VSDFH + En . �
DQG WKH UHVWULFWLRQ RI $ En % WR 5�8� LV XQLWDULO\ HTXLYDOHQW WR $n%� 1RWH WKDW�
DFFRUGLQJ WR ���� DQG 3URSRVLWLRQ ��D�E��E��F��

d
op �$ En %�

epp
5 �8�

 op
d
�$ En %�M5 �8�

e
 op

d
8�$n%�8e

e

 8
d
op �$n%�

e
8e  8�o$n p%�8e  �o$ En p%�M5 �8��

d
$ En �%��%��@

pp
5 �8�

 8
d
$n �%��%��

e
8e 8�$n%��$n%��8

e

 8�$n%��8
e� 8�$n%��8

e

 
d
$ En %�@

pp
5 �8�

�
d
$ En %�@

pp
5 �8�

 
d
$ En %��$ En %�@

pp
5 �8�

�

VLPLODUO\� d
�$� �$�� En %@

pp
5 �8�

 
d
$� En % �$� En %@

pp
5 �8�

DQG� VLQFH 5�8� LV $ En %�LQYDULDQW IRU HYHU\ $ En % LQ %>+ En . @ E\ �����

d
�$� En %�� �$� En %��

epp
5 �8�

 �$� En %��M5 �8� �$� En %��M5 �8�

 8�$� n%��8
e8�$� n%��8

e  8�$� n%�� �$� n%��8
e

 8�$�$� n%�%��8
e  �$�$� En %�%��M5 �8��

7KHUHIRUH� VLQFH5�8� LV GHQVH LQ+ En . DQG WKH DERYH WHQVRU SURGXFWV UHVWULFWHG WR
5�8� DUH �XQLIRUPO\� FRQWLQXRXV �EHFDXVH WKH\ DUH XQLWDULO\ HTXLYDOHQW WR WHQVRUV
SURGXFWV RQ +n . E\ ����� ZKLFK DUH �XQLIRUPO\� FRQWLQXRXV E\ 3URSRVLWLRQ ���
ZH JHW WKH UHVXOWV LQ �D�� �E��� �E�� DQG �F� E\ H[WHQVLRQ E\ FRQWLQXLW\ �VHH H�J�� >���
7KHRUHP ����@�� )URP �E�� DQG �E�� ZH JHW �E�� DW RQFH�

�$� �$�� En �%� �%��  �$� En $�� En %� � �$� �$�� En %�

 $� En %� �$� En %� �$� En %� �$� En %��

1RZ� WR YHULI\ �G�� FRQVLGHU WKH WHQVRU SURGXFW $n% RI $ � %>+@ DQG % � %>. @
RQ WKH LQQHU SURGXFW VSDFH +n . � WDNH DUELWUDU\ YHFWRUV LQ 5�8� ~ + En . � VD\3

L [L En \L DQG
3

M ZM En ]M � SXW
3Q

L � [L n \L  8e
b3

L [L En \L
c
DQG

3P

M  �ZM n ]M  

8e
b3

M ZM En ]M
c
LQ +n . � DQG REVHUYH E\ ���� DQG ��� WKDW

'
�$ En %�M5 �8�

;

L

[L En \L �
;

M

ZM En ]M

(
 

'
8�$n%�8e

;

L

[L En \L �
;

M

ZM En ]M

(

 
'
�$n%�8e

;

L

[L En \L � 8
e
;

M

ZM En ]M

(
 

'
�$n%�

Q;

L �

[L n \L �
P;

M  �

ZM n ]M

(
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' Q;

L �

$[L n%\L �
P;

M  �

ZM n ]M

(
 

Q;

L �

P;

M  �

K$[L �ZML+ K%\L � ]ML . ����

 
Q;

L �

P;

M  �

K[L �$
eZML+ K\L �%

e]ML.  
' Q;

L �

[L n \L �
P;

M  �

$eZM n%e]M

(
 

' Q;

L �

[L n \L � �$
e n%e�

P;

M  �

ZM n ]M

(
 
'
8e

;

L

[L En \L � �$
e n%e�8e

;

M

ZM En ]M

(
 

';

L

[L En \L �8�$
en%e�8e

;

M

ZM En ]M

(
 
';

L

[L En \L � �$
eEn%e�M5 �8�

;

M

ZM En ]M

(
�

ZKLFK H[WHQGV E\ FRQWLQXLW\ WR $ En % RQ + En . E\ WKH VDPH DUJXPHQW RI WKH SUH�
YLRXV SDUDJUDSK �L�H�� 5�8� LV GHQVH LQ + En . � $n% DQG $e n%e DUH �XQLIRUPO\�
FRQWLQXRXV� DV ZHOO DV WKH LQQHU SURGXFW� DQG FRPSRVLWLRQ RI XQLIRUPO\ FRQWLQXRXV
PDSSLQJV LV DJDLQ XQLIRUPO\ FRQWLQXRXV �VHH H�J�� >��� 3UREOHP ����@�� 7KHUHIRUH�
ZLWK

3
L [L En \L DQG

3
M ZM En ]M GHQRWLQJ DUELWUDU\ HOHPHQWV RI + En . � WKH LGHQWLW\

'
�$ En %�

;

L

[L En \L �
;

M

ZM En ]M

(
 

';

L

[L En \L � �$
e En %e�

;

M

ZM En ]M

(

KROGV LQ WKH +LOEHUW VSDFH + En . � 7KHQ� VLQFH H[LVWHQFH DQG XQLTXHQHVV RI WKH
DGMRLQW LV HQVXUHG IRU +LOEHUW VSDFH RSHUDWRUV� WKH DERYH LGHQWLW\ HQVXUHV WKH UHVXOW
LQ �G�� WKH DGMRLQW �$ En %�e RI $ En % LV $e En %e� )LQDOO\� DVVHUWLRQ �H� IROORZV
GLUHFWO\ IURP �F�� �$ En %� �$b� En %b��  , En ,  �$b� En %b�� �$ En %��

6LQFH WKHUH H[LVWV D XQLWDU\ WUDQVIRUPDWLRQ 8 � + n . � 5�8� ~ + En . � IRU
HYHU\

3Q

L � [L n \L LQ +n . SXW
3Q

L � [L En \L  8
3Q

L � [L n \L  
3Q

L � 8�[L n \L�

LQ + En . � :H VKDOO LGHQWLI\ WKHVH DQG ZULWH
Q;

L �

[L En \L  
Q;

L �

[L n \L�

,Q SDUWLFXODU�
[ En \  [n \�

:LWK
3

L [L En \L DQG
3

M ZM En ]M GHQRWLQJ DUELWUDU\ HOHPHQWV RI + En . DQG SXWWLQJ3Q

L � [L n \L  8e
b3

L [L En \L
c
DQG

3P

M  �ZM n ]M  8e
b3

M ZM En ]M
c
LQ +n . � ZH

JHW IURP � DQG � �VLQFH 8 LV XQLWDU\�
';

L

[L En \L �
;

M

ZM En ]M

(
 

;

L

;

M

K[L �ZML+ K\L � ]ML . ����D�

VR WKDW
qqq
;

L

[L En \L

qqq
�

 
;

L

;

M

K[L �[ML+ K\L � \ML. � ����E�

DQG KHQFH qqq
;

L

[L En \L

qqq  
qqq
;

L

\L En[L

qqq� ����F�

0RUHRYHU� IURP 'HpQLWLRQ � DQG ����� H[WHQGLQJ ���� E\ FRQWLQXLW\ IURP 5�8� WR
+ En . � DQG XVLQJ WKH VDPH DUJXPHQW DSSOLHG WR SURYH SDUW �G� DERYH� ZH DOVR JHW
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$ En %
t;

L

[L En \L

u
 

;

L

$[L En%\L ����G�

DQG
'
�$ En %�

;

L

[L En \L �
;

M

ZM En ]M

(
 

;

L

;

M

K$[L �ZML+ K%\L � ]ML. � ����H�

)XUWKHUPRUH� QRWH WKDW DFFRUGLQJ WR 3URSRVLWLRQ ��D��

$ En %  $o En %o  o$ En ob�%� ����I�

ZLWK $o  o$ DQG %o  ob�% IRU HYHU\ QRQ]HUR VFDODU o VR WKDW

N$ En %N  N$oN N%oN ����J�

IRU HYHU\ � � o � & E\ 5HPDUN � DQG 3URSRVLWLRQ ��

�� . U RQHF N HU 3U RGXF W

5HPDUN �� 6XSSRVH +  &Q DQG .  &P� 7DNH YHFWRUV [  �|�� ��� � |Q� LQ &Q

DQG \  ���� ��� � �P� LQ &P� 7KH .URQHFNHU SURGXFW [a \ RI [ DQG \ LV WKH YHFWRU

[a\  �|�\� ��� � |Q\�  �|���� ��� � |��P� c c c � |Q��� ��� � |Q�P� LQ
/Q

L �&
P  &QP�

:LWK VFDODU PXOWLSOLFDWLRQ DQG DGGLWLRQ LQ &N GHpQHG DV XVXDO �L�H�� FRRUGLQDWHZLVH��
LW IROORZV WKDW VFDODU PXOWLSOLFDWLRQ RI D .URQHFNHU SURGXFW LV DJDLQ D .URQHFNHU
SURGXFW �EXW QRW XQLTXHO\ GHWHUPLQHG _ DV LQ 5HPDUN ��� +RZHYHU� WKHUH DUH
YHFWRUV LQ &QP WKDW DUH QRW .URQHFNHU SURGXFWV �H�J�� ��� �� �� �� LQ &� LV QRW D
.URQHFNHU SURGXFW IRU DQ\ SDLU RI YHFWRUV �[� \� LQ &�d&��� 0RUHRYHU� WKH VXP RI
.URQHFNHU SURGXFWV LV QRW QHFHVVDULO\ D .URQHFNHU SURGXFW� ,QGHHG� ZLWK [�� [� LQ
&Q DQG \�� \� LQ &P� LW LV UHDGLO\ YHULpHG WKDW

[� a \� � [� a \�  �[� � [��a �\� � \��b [� a \� b [� a \��

7KXV FRQVLGHU WKH FROOHFWLRQ &Q a&P RI DOO �pQLWH� OLQHDU FRPELQDWLRQV RU� HTXLY�
DOHQWO\� RI DOO �pQLWH� VXPV RI .URQHFNHU SURGXFWV LQ &QP�

&Q a&P  
Q 1;

L �

[L a \L � �[L� \L� � &Qd&P� 1 � 1
R
�

ZKLFK LV FOHDUO\ D �FRPSOH[� OLQHDU VSDFH _ DV LQ ���D� DQG ���E�� :H FODLP WKDW

&QP &Q a&P�

,QGHHG� WDNH DQ DUELWUDU\ YHFWRU ]  �t ����� � ��� � t � �P� c c c � tQ� � � ��� � tQ�P� LQ &QP� DQG
REVHUYH WKDW ]  

3Q

L � HL a ]L� ZKHUH IHLJQL � LV WKH FDQRQLFDO EDVLV IRU &Q DQG HDFK
]L LQ &P LV JLYHQ E\ ]L  �t L�

� � ��� � t L�P� VR WKDW &QP v &Q a&P� 7KH FRQYHUVH LV
FOHDU� &Q a&P v &QP� 7KXV &QP &Q a&P� $OVR QRWH WKDW
n
[a \ �Z a ]

o
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n
|�\� ��� � |Q\ � ��]� ��� � �Q]
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o
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n
|���� ��� � |��P� c c c � |Q��� ��� � |Q�P � ��t�� ��� � ��tP� c c c � �Qt�� ��� � �QtP

o
& 	�


 |�����t� � ��� � |��P��tP � c c c � |Q���Qt� � ��� � |Q�P�QtP

 |������t� � ��� � �PtP� � ��� � |Q�Q���t� � ��� � �PtP�  K[ �ZL& 	 K\ � ]L& 
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IRU HYHU\ [�Z LQ &Q DQG HYHU\ \� ] LQ &P� $SSO\LQJ WKH VDPH DUJXPHQW RI 3URSR�
VLWLRQ �� LW FDQ EH VKRZQ WKDW WKH H[SUHVVLRQ EHORZ GHpQHV DQ LQQHU SURGXFW RQ WKH
OLQHDU VSDFH &Q a&P�

' 1;

L �

[La\L �
0;

M  �

ZMa]M

(
 

1;

L �
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n
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IRU DUELWUDU\
31

L � [L a \L DQG
30

M  �ZM a ]M LQ &Q a&P� LQGXFLQJ WKH QRUP
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o
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u ��
�

,Q SDUWLFXODU�
N[a \N  N[a \N& 	�
  N[N& 	 N\N& 
 �

1RZ REVHUYH WKDW WKH QDWXUDO PDSSLQJ j� &Q a &P � &Q n&P GHpQHG E\

j
t 1;

L �

[L a \L

u
 

1;

L �

K[L � c L& 	 K\L � c L& 
  
1;

L �

[L n \L

LV FOHDUO\ OLQHDU� LQMHFWLYH� VXUMHFWLYH DQG� PRUHRYHU� SUHVHUYHV LQQHU SURGXFW�

'
j
t 1;

L �

[L a \L

u
� j

t 0;
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ZM a ]M

u(
 

' 1;

L �

[L n \L �
0;
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ZM n ]M
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1;
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0;
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K[L �ZML& 	 K\L � ]ML& 
  
' 1;

L �

[L a \L �
0;

M  �

ZM a ]M

(

IRU HYHU\
31

L � [L a \L DQG
30

M  �ZM a ]M LQ &Q a&P� 7KXV &Q a&P DQG &Q n&P

DUH XQLWDULO\ HTXLYDOHQW LQQHU SURGXFW VSDFHV �+LOEHUW VSDFHV� DFWXDOO\� RQFH &Q DQG
&P DUH pQLWH�GLPHQVLRQDO��

&Q a&P | &Q n&P�

DQG WKHUHIRUH &QP | &Q n&P� 7KXV &QP DQG &Q n&P DUH LGHQWLpHG ZLWK HDFK
RWKHU DQG VXFK DQ LGHQWLpFDWLRQ ZLOO� DV XVXDO� EH ZULWWHQ ZLWK  LQVWHDG RI | �

&QP  &Q n&P�

)LQDOO\� WDNH DUELWUDU\ OLQHDU WUDQVIRUPDWLRQV $ LQ %>&Q@ DQG % LQ %>&P@� DQG OHW
WKHP EH UHSUHVHQWHG ZLWK UHVSHFW WR WKH FDQRQLFDO EDVLV IRU &Q DQG &P E\ WKH
VTXDUH �Qd Q DQG PdP� PDWULFHV
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�
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D VTXDUH �PQdPQ� PDWUL[� 2EVHUYH WKDW
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�$a%� �[a \�  
t 1;

L �

o��L |L %\� ����

1;

L �

oQ�L |L %\
u
 $[a%\�

DQG KHQFH

�$a%�
1;

L �

[L a \L  
1;

L �

�$a%� �[L a \L�  
1;

L �

$[L a%\L

IRU HYHU\
31

L � [L a \L � &Q a&P  &QP� 6LQFH j LV D XQLWDU\ WUDQVIRUPDWLRQ�
LW IROORZV WKDW WHQVRU SURGXFWV n DQG .URQHFNHU SURGXFWV a� RI ERWK YHFWRUV DQG
PDWULFHV� DUH XQLWDULO\ HTXLYDOHQW� 7KDW LV�

[a \ | [n \ DQG $a% | $n%�

ZKLFK PHDQV WKDW

j�[a \�  [n \ DQG j�$a%�  �$n%�j�

VR WKDW WKHVH SURGXFWV DUH LGHQWLpHG ZLWK HDFK RWKHU� 6XFK DQ LGHQWLpFDWLRQ LV
XVXDOO\ H[SUHVVHG E\ ZULWLQJ  IRU | �

[a \  [n \ DQG $a%  $n%�

,QGHHG�

jb��$n%�j
t 1;

L �

[L a \L

u
 jb��$n%�

1;

L �

[L n \L  j
b�

t 1;

L �

$[L n%\L

u

 
1;

L �

$[L a%\L  �$a%�
1;

L �

[L a \L

IRU HYHU\
31

L � [L a \L � &Q a&P &QP� 7KXV DOO SURSHUWLHV LQ 3URSRVLWLRQV �� ��
��G�� LQFOXGLQJ HTXDWLRQV ��� DQG ���� KROG LI WKH WHQVRU SURGXFW n LV UHSODFHG ZLWK
WKH .URQHFNHU SURGXFW a� )RU PRUH SURSHUWLHV RI .URQHFNHU SURGXFWV� VHH H�J�� >�@�

5HPDUN �� 7KH VDPH GLVFXVVLRQ RI 5HPDUN � FDQ EH UHDGLO\ H[WHQGHG IURP pQLWH�
GLPHQVLRQDO WR VHSDUDEOH VSDFHV� DV IROORZV� 6XSSRVH + LV DQ\ LQpQLWH�GLPHQVLRQDO
VHSDUDEOH +LOEHUW VSDFH DQG OHW . EH DQ DUELWUDU\ +LOEHUW VSDFH� 6LQFH + LV VHSDUD�
EOH� LW LV XQLWDULO\ HTXLYDOHQW WR C ��  C �� �&� VR WKDW ZH FDQ DVVXPH WKH LGHQWLpFDWLRQ
+  C �� � 3XW

[a \  �|�\� |�\� ��� � LQ
/�

N  � .  C �� �. �

IRU DUELWUDU\ [  �|�� |�� ��� � LQ +  C �� DQG \ LQ . VR WKDW

N[a \N�C
�� � . �  

�;

N  �

N|N\N
�
.  N\N�.

�;

N  �

M|NM
�  N\N�. N[N�C

��  N[N�+ N\N�. �

DQG FRQVLGHU WKH FROOHFWLRQ

+a .  
Q 1;

L �

[L a \L � �[L� \L� � +d . � 1 � 1
R

ZKLFK LV D OLQHDU VSDFH� :H FODLP WKDW +a . LV GHQVHO\ LQFOXGHG LQ C �� �. ��

+a . ~ C �� �. ��
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,QGHHG� +a . v C �� �. � WULYLDOO\� 0RUHRYHU� WDNH DQ\ ]  �] � � ] � � ���� LQ C �� �. ��
6LQFH ]  

3�
N  � HN a ]N� ZKHUH IHNJ�N  � LV WKH FDQRQLFDO RUWKRQRUPDO EDVLV IRU +�

qqq] b
1;

N  �

HN a ]N

qqq
�

C
�� � . �

 
qqq

�;

N  1 � �

HN a ]N

qqq
�

C
�� � . �

x
�;

N  1 � �

N]NN
�
. � ��

7KXV +a . LV GHQVH LQ C �� �. � �L�H�� �+a . �b  C �� �. ��� +HQFH

+ Ea .  C �� �. ��

WKDW LV� C �� �. � LV WKH FRPSOHWLRQ RI +a . � 1RZ� DV LQ 5HPDUN �� WKH H[SUHVVLRQ

' 1;

L �

[La\L �
0;

M  �

ZMa]M

(
 

1;

L �

0;

M  �

n
[La\L �ZMa]M

o
C
�� � . �

 
1;

L �

0;

M  �

K[L �ZML+ K\L � ]ML .

IRU HYHU\
31

L � [L a \L DQG
30

M  �ZM a ]M LQ +a . � GHpQHV DQ LQQHU SURGXFW RQ WKH
OLQHDU VSDFH +a . � $JDLQ WKH QDWXUDO PDSSLQJ j� +a . � + n . GHpQHG E\

j
t 1;

L �

[L a \L

u
 

1;

L �

K[L � c L+ K\L � c L.  
1;

L �

[L n \L

LV XQLWDU\ VR WKDW +a . DQG +n . DUH XQLWDULO\ HTXLYDOHQW LQQHU SURGXFW VSDFHV�

+a . | +n . �

DQG VR �VHH H�J�� >��� &RUROODU\ ����@� WKHUH H[LVWV D XQLWDU\ Ej� + Ea . � + En . RI
WKH FRPSOHWLRQ + Ea . RI +a . RQWR WKH FRPSOHWLRQ + En . RI +n . � 7KHUHIRUH
+ Ea . DQG + En . DUH XQLWDULO\ HTXLYDOHQW +LOEHUW VSDFHV� 7KHQ

C �� �. � | + En . �

6LQFH C �� �. � DQG + En . DUH XQLWDULO\ HTXLYDOHQW� WKH\ DUH LGHQWLpHG ZLWK HDFK RWKHU
DQG VXFK DQ LGHQWLpFDWLRQ LV� DV XVXDO� ZULWWHQ ZLWK  LQVWHDG RI | VR WKDW

C �� �. �  + En . �

7KH WHQVRU SURGXFW RI D VHSDUDEOH + DQG DQ\ . LV WKH +LOEHUW VSDFH C �� �. �  /�
N  � . FRQVLVWLQJ RI WKH RUWKRJRQDO GLUHFW VXP RI FRXQWDEO\ PDQ\ FRSLHV RI . �

1RZ WDNH DQ\ $ LQ %>+@ DQG DQ\ % LQ %>. @� DQG FRQVLGHU WKH PDWUL[ UHSUHVHQWDWLRQ
RI $ ZLWK UHVSHFW WR WKH FDQRQLFDO RUWKRQRUPDO EDVLV IRU +  C ��  C �� �&��

$  

�
#

o�� o�� � � �

o�� o�� � � �
���

���

�
$ LQ %>+@�

DQG GHpQH

$ Ea %  

�
#

o��% o��% � � �

o��% o��% � � �
���

���

�
$ LQ %

d/�
N  � .

e
 %>C �� �. �@�

2EVHUYH WKDW

�$ Ea %� �[a \�  
t �;

L �

o��L |L %\�

�;

L �

o��L |L %\� ���
u
 $[ Ea %\�
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DQG KHQFH

�$ Ea %�
1;

L �

[L a \L  
1;

L �

�$ Ea %� �[L a \L�  
1;

L �

$[L a%\L

IRU HYHU\
31

L � [L a \L � +a . VR WKDW

�$ Ea %�
;

L

[L Ea \L  
;

L

$[L Ea %\L

IRU HYHU\
3

L [L Ea \L � �+a . �b  C �� �. � EHFDXVH �$ Ea %� � C �� �. �� C �� �. � LV

FRQWLQXRXV� 6LQFH Ej� + Ea . � + En . LV D XQLWDU\ WUDQVIRUPDWLRQ� LW IROORZV WKDW

[a \ | [n \ DQG $ Ea % | $ En %�

ZKLFK PHDQV WKDW

Ej�[a \�  [n \ DQG Ej�$ Ea %�  �$ En %�Ej�

VR WKDW WKHVH SURGXFWV DUH LGHQWLpHG ZLWK HDFK RWKHU� 6XFK DQ LGHQWLpFDWLRQ LV
XVXDOO\ H[SUHVVHG E\ ZULWLQJ  IRU | �

[a \  [n \ DQG $ Ea %  $ En %�

,QGHHG�

Ejb��$ En %�Ej
t;

L

[L Ea \L

u
 Ejb��$ En %�

;

L

[L En \L  Ejb�
t;

L

$[L En %\L

u

 
;

L

$[L Ea %\L  �$a%�
;

L

[L Ea \L

IRU HYHU\
3

L [L Ea \L � �+a . �b  C �� �. ��

�� & RP P XW DW LYLW \

5HPDUN �� 6XSSRVH + DQG . DUH LQpQLWH�GLPHQVLRQDO VHSDUDEOH +LOEHUW VSDFHV VR
WKDW ZH FDQ LGHQWLI\ +  .  C �� � /HW IHNJ EH WKH FDQRQLFDO RUWKRQRUPDO EDVLV IRU
C �� � 7KURXJKRXW WKLV UHPDUN DOO PDWUL[ UHSUHVHQWDWLRQV RI RSHUDWRUV LQ %>C �� @ ZLOO
EH ZLWK UHVSHFW WR WKH RUWKRQRUPDO EDVLV IHNJ� )RU HDFK SDLU RI SRVLWLYH LQWHJHUV
IN� OJ FRQVLGHU WKH RXWHU SURGXFW

HN p HO � %>C �� @�

7KH PDWUL[ UHSUHVHQWDWLRQ RI HDFK HN p HO KDV � DV WKH �N� O� HQWU\ DQG ]HURV HOVH�
ZKHUH� 1RZ FRQVLGHU WKH WHQVRU SURGXFW �FI� 5HPDUN ��

�HN p HO� En �HO p HN�  �HN p HO� Ea �HO p HN� � %>C �� En C �� @�

$JDLQ� WKH PDWUL[ UHSUHVHQWDWLRQ RI HDFK �HN p HO� En �HO p HN� KDV � DV WKH �O� N�
HQWU\ RI WKH �N� O� EORFN DQG ]HURV HOVHZKHUH� 'HpQH WKH SHUPXWDWLRQ RSHUDWRU

Eg  
;

N�O

�HN p HO� En �HO p HN� � %>C �� En C �� @�
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ZKRVH PDWUL[ UHSUHVHQWDWLRQ KDV SUHFLVHO\ D VLQJOH � LQ HDFK URZ DQG LQ HDFK FROXPQ�

ZKLFK LPSOLHV WKDW Eg LV LQYHUWLEOH� ,Q IDFW� Eg LV D V\PPHWU\� WKDW LV� Eg LV D XQLWDU\
VHOI�DGMRLQW� ,QGHHG� WDNH DUELWUDU\ [  �|�� |�� ���� DQG \  ���� ��� ���� LQ C �� � 7KHQ

Eg�[n \�  
t;

N�O

�HN p HO� En �HO p HN�
u
�[n \�  

;

N�O

�HN p HO�[ En �HO p HN�\

 
;

N�O

K[ � HOLC
�� HN En K\ � HNLC

�� HO  
;

N

K\ � HNLC
�� HN n

;

O

K[ � HOLC
�� HO  \ n [

DFFRUGLQJ WR ��� DQG 'HpQLWLRQ ��� _ H[WHQGHG E\ FRQWLQXLW\� 7KXV� E\ ���F��

NEg�[n \�N  N\ n [N  N[n \N�

6LQFH Eg LV OLQHDU DQG FRQWLQXRXV DQG
qq3

L [L En \L
qq  

qq3
L \L En [L

qq E\ ����F��

Eg
t;

L

[L En \L

u
 

;

L

\L En [L DQG
qqqEg

t;

L

[L En \L

uqqq  
qqq
;

L

[L En \L

qqq

IRU HYHU\
3

L [L En \L LQ C �� En C �� VR WKDW Eg LV DQ LVRPHWU\� 7KHQ Eg LV DQ LQYHUWLEOH
LVRPHWU\� ZKLFK PHDQV WKDW Eg LV XQLWDU\� 0RUHRYHU� VLQFH �HN p HO�

e  HO p HN�

Ege  
;

N�O

�HN p HO�
e En �HO p HN�

e  
;

N�O

�HO p HN� En �HN p HO�  Eg

DQG Eg LV VHOI�DGMRLQW DV ZHOO� +HQFH Eg LV D V\PPHWU\ DQG VR DQ LQYROXWLRQ� 7KDW LV�
Egb�  Ege  Eg VR WKDW Eg�  ,�

7KHUHIRUH� IRU HYHU\ SDLU $ DQG % RI RSHUDWRUV LQ %>C �� @�

Eg�$ En %�
t;

L

[L En \L

u
 Eg

t;

L

$[L En %\L

u
 

t;

L

%\L En $[L

u

 �% En $�
t;

L

\L En [L

u
 �% En $� Eg

t;

L

[L En \L

u

IRU HYHU\
3

L [L En \L LQ C �� En C �� VR WKDW

Eg�$ En %�  �% En $�Eg�

,Q RWKHU ZRUGV� WKH WHQVRU SURGXFWV $ En % DQG % En $ DUH XQLWDULO\ HTXLYDOHQW�

7KLV FDQ EH JHQHUDOL]HG ZLWKRXW DVVXPLQJ WKDW + DQG . DUH QHFHVVDULO\ LQpQLWH�
GLPHQVLRQDO DQG VHSDUDEOH DV IROORZV� /HW + DQG . EH DUELWUDU\ +LOEHUW VSDFHV DQG
GHpQH WKH PDSSLQJ g� +n . � . n + E\

g
t Q;

L �

[L n \L

u
 

Q;

L �

\L n [L

IRU HYHU\
3Q

L � [L n \L LQ +n . � 7KLV LV FOHDUO\ LQYHUWLEOH� gb�
b3Q

L � \L n [L

c
 3Q

L � [L n \L IRU HYHU\
3Q

L � \L n [L LQ . n +� ,W LV UHDGLO\ YHULpHG WKDW

g
t
o

Q;

L �

[L n \L � p

P;

L �

ZL n ]L

u
 og

t Q;

L �

[L n \L

u
� pg

t P;

L �

ZL n ]L

u

IRU HYHU\ o� p LQ & DQG HYHU\
3Q

L � [L n \L DQG
3P

L �ZL n ]L LQ +n . � 0RUHRYHU�
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qqqg
t Q;

L �

[L n \L

uqqq  
qqq

Q;

L �

\L n [L

qqq  
qqq

Q;

L �

[L n \L

qqq

IRU HYHU\
3Q

L � [L n \L E\ WKH YHU\ GHpQLWLRQ RI g DQG DFFRUGLQJ WR ���E�� 7KXV
g LV DQ LQYHUWLEOH OLQHDU LVRPHWU\ �L�H�� D XQLWDU\ WUDQVIRUPDWLRQ� IURP WKH LQQHU
SURGXFW VSDFH +n . WR WKH LQQHU SURGXFW VSDFH . n +� DQG VR LV LWV H[WHQVLRQ
Eg IURP WKH FRPSOHWLRQ + En . WR WKH FRPSOHWLRQ . En +� 7KHUHIRUH� DSSO\LQJ WKH
VDPH DUJXPHQW RI 5HPDUN �� IRU HYHU\ SDLU RI RSHUDWRUV $ � %>+@ DQG % � %>. @�

Eg�$ En %�
t;

L

[L En \L

u
 �% En $� Eg

t;

L

[L En \L

u

IRU HYHU\
3

L [L En \L LQ + En . VR WKDW

Eg�$ En %�  �% En $�Eg�

2XWFRPH� $ En % DQG % En $ DUH XQLWDULO\ HTXLYDOHQW� 7KDW LV�

$ En % | % En $� ����

:H UHIHU WR WKLV IDFW E\ VD\LQJ WKDW WKH WHQVRU SURGXFW RI D SDLU RI RSHUDWRUV LV

XQLWDULO\ HTXLYDOHQW FRPPXWDWLYH�

2EVHUYH WKDW� DFFRUGLQJ WR 5HPDUN � �DQG XS WR XQLWDU\ HTXLYDOHQFH��
v
$ %

& '

w
En (  

v
$ En ( % En (

& En ( ' En (

w
LQ %>+ En . @ ����

IRU DQ\ $ � %>+�@� % � %>+���+�@� & � %>+��+��@� ' � %>+��@ DQG ( � %>. @� ZKHUH
WKH DERYH RSHUDWRU PDWULFHV OLH LQ %>+@ DQG %>+n . @� ZLWK +  +� j+��� �1RWH�
WKH WHQVRU SURGXFWV % En ( DQG & En ( DUH GHpQHG H[DFWO\ DV WKH GHpQLWLRQ $ En (

DQG ' En ( LQ 'HpQLWLRQ ��� 7KH LGHQWLW\ LQ ���� FDQ EH SURYHG LQ WKH JHQHUDO FDVH
�ZLWKRXW WKH DVVXPSWLRQ RI 5HPDUN � WKDW + LV VHSDUDEOH� DV IROORZV� /HW +�� +��

DQG . EH +LOEHUW VSDFHV� DQG FRQVLGHU WKH +LOEHUW VSDFH +  +� j+��� ZKHUH j
VWDQGV IRU �RUWKRJRQDO� GLUHFW VXP� 7DNH WKH WHQVRU SURGXFW VSDFHV +� En . DQG
+�� En . � WKHLU GLUHFW VXP �+� En . �j �+�� En . �� DQG FRQVLGHU WKH QDWXUDO PDSSLQJ
Ek� + En . � �+� En . �j �+�� En . � JLYHQ E\

Ek
t;

L

[L En \L

u
 

t;

L

[�
L
En \L �

;

L

[��
L
En \L

u

ZLWK HDFK [L � + ZULWWHQ DV [L  �[
�
L � [

��
L � � +� j+�� ZKHUH [�

L � +� DQG [��
L � +���

7KLV LV FOHDUO\ OLQHDU DQG LQYHUWLEOH� 0RUHRYHU� LW LV DOVR DQ LVRPHWU\ E\ ����E��

qqqEk
t;

L

[L En \L

uqqq
�

 
qqq
t;

L

[�
L
En \L�

;

L

[��
L
En \L

uqqq
�

 
qqq
;

L

[�
L
En \L

qqq
�

�
qqq
;

L

[��
L
En \L

qqq
�

 
;

L�M

K[�
L �[

�
ML+

� K\L � \ML . �
;

L�M

K[��
L �[

��
M L+

��� K\L � \ML.

 
;

L�M

b
K[�

L �[
�
ML+

� � K[��
L �[

��
M L+

���
c
K\L � \ML.  

;

L�M

n
�[�

L � [
��
L � � �[

�
M � [

��
M �
o
+

n
\L � \M

o
.

 
;

L�M

K[L �[ML+ K\L � \ML .  
qqq
;

L

[L En \L

qqq
�
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IRU HYHU\
3

L [L En \L� 7KXV Ek LV D XQLWDU\ WUDQVIRUPDWLRQ� 7KHQ + En . DQG WKH

GLUHFW VXP �+� En . �j �+�� En . � DUH XQLWDULO\ HTXLYDOHQW� DQG ZH ZULWH

+ En .  �+� En . �j �+�� En . �� ����D�

0RUHRYHU� VLQFH
b3

L [
�
L
En \L �

3
L [

��
L
En \L

c
LV WKH XQLWDU\ LPDJH RI

3
L [L En \L XQGHU

Ek� ZH VKDOO DOVR LGHQWLI\ WKHP DQG ZULWH
;

L

[L En \L  
t;

L

[�
L
En \L �

;

L

[��
L
En \L

u
� ����E�

,Q SDUWLFXODU

[n \  �[� n \ � [�� n \�

IRU HYHU\ [n \ ZLWK [  �[�� [��� � +  +� j+�� DQG \ � . � 7KHUHIRUH� E\ WDNLQJ
$ � %>+�@� % � %>+���+�@� & � %>+��+��@� ' � %>+��@ DQG ( � %>. @� ZH JHW

Kv
$ %

& '

w
En (

L
�[n \�  

Kv
$ %

& '

w
En (

LKv
[�

[��

w
n \

L

 
Kv

$ %

& '

wv
[�

[��

wL
n(\  

v
$[� �%[��

&[� �'[��

w
n(\  

v
�$[� �%[���n(\

�&[� �'[���n(\

w

 

v
$[� n(\ �%[�� n(\

&[� n(\ �'[�� n(\

w
 

v
�$n(��[� n \� � �% n (��[�� n \�
�& n(��[� n \� � �' n(��[�� n \�

w

 

v
$ En ( % En (

& En ( ' En (

wv
[� n \

[�� n \

w
 

v
$ En ( % En (

& En ( ' En (

wKv
[�

[��

w
n \

L

 

v
$ En ( % En (

& En ( ' En (

w
�[n \��

IRU [n \  �[�� [���n \  �[� n \ � [�� n \� ZLWK [  �[�� [��� � +  +� j+�� DQG
\ � . � 7KXV IROORZLQJ WKH UHVXOW LQ ���� VLQFH

Kv
$ %

& '

w
En (

L;

L

[L En \L  

v
$ En ( % En (

& En ( ' En (

w;

L

[L En \L

IRU HYHU\
3

L [L En \L  
3

L�[
�
L � [

��
L � En \L  

b3
L [

�
L
En \L �

3
L [

��
L
En \L

c
LQ + En . �

1RWH WKDW� VLQFH XQLWDU\ HTXLYDOHQFH LV LQGHHG DQ HTXLYDOHQFH UHODWLRQ� WKXV WUDQVL�
WLYH� LW IROORZV E\ ���� DQG ���� WKDW

( En
v
$ %

& '

w
| 

v
( En $ ( En %

( En & ( En '

w
LQ %>. En +@ ����

�� & O DVVHV RI 2SHU DW RU V

:H VKDOO EH GHDOLQJ ZLWK WKH IROORZLQJ ZHOO�NQRZQ FODVVHV RI RSHUDWRUV� $Q RSHU�
DWRU 7 LV VHOI�DGMRLQW LI 7 e  7 � XQLWDU\ LI 7 e  7b�� QRQQHJDWLYH �L�H�� 2 x 7 � LI
LW LV VHOI�DGMRLQW DQG � x K7[ �[L IRU HYHU\ [� QRUPDO LI 7 7 e  7 e7 � TXDVLQRUPDO
LI 7 FRPPXWHV ZLWK 7 e7 � VXEQRUPDO LI LW KDV D QRUPDO H[WHQVLRQ� K\SRQRUPDO LI
7 7 e x 7 e7 � TXDVLK\SRQRUPDO LI 2 x 7 e�7 e7 b 7 7 e�7 � VHPL�TXDVLK\SRQRUPDO LI
M7 M� x M7 �M� SDUDQRUPDO LI N7[N� x N7 �[N N[N IRU HYHU\ [� QRUPDORLG LI U�7 �  N7N
�ZKHUH U�7 � VWDQGV IRU VSHFWUDO UDGLXV�� DQG VSHFWUDORLG LI U�7 �  Z�7 � �ZKHUH Z�7 �
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VWDQGV IRU WKH QXPHULFDO UDGLXV�� ,W LV DOVR ZHOO�NQRZQ WKDW WKHVH FODVVHV DUH UHODWHG
E\ SURSHU LQFOXVLRQ DV IROORZV �VHH H�J�� >��@��

1RQQHJDWLYH ~ 6HOI�$GMRLQW ~ 1RUPDO DQG 8QLWDU\ ~ 1RUPDO�

1RUPDO ~ 4XDVLQRUPDO ~ 6XEQRUPDO ~ +\SRQRUPDO ~ 4XDVLK\SRQRUPDO

~ 6HPL�4XDVLK\SRQRUPDO ~ 3DUDQRUPDO ~ 1RUPDORLG ~ 6SHFWUDORLG�

3URSRVLWLRQ �� ,I $ � %>+@ DQG % � %>. @ DUH HLWKHU �D� VHOI�DGMRLQW� �E� XQLWDU\�
�F� QRQQHJDWLYH� �G� QRUPDO� �H� TXDVLQRUPDO� �I� K\SRQRUPDO� �J� TXDVLK\SRQRUPDO�

�K� VHPL�TXDVLK\SRQRUPDO� RU �L� QRUPDORLG� WKHQ VR LV $ En % � + En . �

3URRI� $VVHUWLRQ �D� LV WULYLDO E\ 3URSRVLWLRQ ��G�� ,I $e  $ DQG %e  %� WKHQ

�$ En %�e  $e En %e  $ En %�

$VVHUWLRQ �E� LV DOVR WULYLDO E\ 3URSRVLWLRQ ��G�H�� ,I $e  $b� DQG %e  %b�� WKHQ

�$ En %�e  $e En %e  $b� En %b�  �$ En %�b��

$VVHUWLRQ �F� IROORZV E\ 3URSRVLWLRQ ��F�G�� ,I 2 x $  $e DQG 2 x %  %e� WKHQ
WDNH WKHLU XQLTXH QRQQHJDWLYH VTXDUH URRW VR WKDW� IRU HYHU\

3
L [L En \L LQ + En . �

'
�$ En %�

;

L
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L

[L En \L
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�
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L
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L
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�
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[L En \L � �$
�
� En %

�
�
�
;

L

[L En \L
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qqq�$
�
� En %

�
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�
;

L

[L En \L

qqq
�
y ��

$VVHUWLRQ �G� LV WULYLDO E\ 3URSRVLWLRQ ��F�G�� ,I $$e  $e$ DQG %%e  %e%� WKHQ

�$ En %� �$ En %�e  �$ En %� �$e En %e�  $$e En %%e

 $e$ En %e%  �$e En %e� �$ En %�  �$ En %�e�$ En %��

$VVHUWLRQ �H� LV DOVR WULYLDOO\ YHULpHG E\ 3URSRVLWLRQ ��F�G�� ,I $e$$  $$e$ DQG
%e%%  %%e%� WKHQ

�$ En %�e�$ En %� �$ En %�  �$e En %e� �$ En %� �$ En %�  $e$$ En %e%%

 $$e$ En %%e%  �$ En %� �$e En %e� �$ En %�  �$ En %� �$ En %�e�$ En %��

$VVHUWLRQ �I� QHHGV DQ DX[LOLDU\ UHVXOW� 7DNH DUELWUDU\ RSHUDWRUV 6� 6�� 6� � %>+@
DQG 7� 7�� 7� � %>. @� DQG QRWH WKDW� LI 2 x 6 DQG 7� x 7� �L�H�� 2 x 7� b 7��� WKHQ

2 x 6 En �7� b 7��  6 En 7� b 6 En 7�

E\ 3URSRVLWLRQ ��D�E�� DQG DVVHUWLRQ �F�� 6LPLODUO\� LI 2 x 7 DQG 6� x 6�� WKHQ

2 x �6� b 6�� En 7  6� En 7 b 6� En 7

E\ 3URSRVLWLRQ ��D�E�� DQG DVVHUWLRQ �F� DJDLQ� 6XPPLQJ XS�

2 x 6 DQG 7� x 7� LPSOLHV 6 En 7� x 6 En 7�� ����D�

2 x 7 DQG 6� x 6� LPSOLHV 6� En 7 x 6� En 7� ����E�

DQG WKHUHIRUH�

2 x 6� x 6� DQG 2 x 7� x 7� LPSOLHV 6� En 7� x 6� En 7�� ����F�
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5HFDOO WKDW 2 x $$e DQG 2 x %%e IRU HYHU\ $ � %>+@ DQG % � %>. @� 7KXV� LI
$$e x $e$ DQG %%e x %e% WKHQ� E\ 3URSRVLWLRQ ��F�G� DQG ����F��

�$ En %� �$ En %�e  �$ En %� �$e En %e�  $$e En %%e

x $e$ En %e%  �$e En %e� �$ En %�  �$ En %�e�$ En %��

$VVHUWLRQ �J� DOVR IROORZV E\ WKH LQHTXDOLWLHV LQ ����� 5HFDOO WKDW WKH DEVROXWH YDOXH
M7 M RI DQ\ 7 LQ %>+@ LV GHpQHG DV WKH XQLTXH QRQQHJDWLYH VTXDUH URRW RI WKH QRQ�
QHJDWLYH RSHUDWRU M7 M�  7 e7 LQ %>+@� 1RWH WKDW� DFFRUGLQJ WR 3URSRVLWLRQ ��F�G��

M$ En %M�  �$e En %e��$ En %�  $e$ En %e%  M$M� En M%M�� ����D�

DQG KHQFH� E\ XQLTXHQHVV RI WKH QRQQHJDWLYH VTXDUH URRW RI QRQQHJDWLYH RSHUDWRUV�

M$ En %M  M$M En M%M� ����E�

7KHUHIRUH� LI M$M� x M$�M� DQG M%M� x M%�M� WKHQ� E\ WKH LQHTXDOLW\ LQ ����F��

M$ En %M�  �M$M� En M%M���  M$M� En M%M�

x M$�M� En M%�M�  �M$�M En M%�M��  M$� En %�M��

$VVHUWLRQ �K� LV VLPLODU� ,I M$M� x M$�M DQG M%M� x M%�M WKHQ� E\ ���� DQG �����

M$ En %M�  M$M� En M%M� x M$�M En M%�M  M$� En %�M�

$VVHUWLRQ �L� LV UHDGLO\ YHULpHG E\ 3URSRVLWLRQV � DQG ��F�� ,QGHHG� D WULYLDO LQGXF�
WLRQ VKRZV WKDW� DFFRUGLQJ WR 3URSRVLWLRQ ��F��

�$ En %�Q  $Q En %Q� ����D�

DQG KHQFH� E\ 3URSRVLWLRQ � DQG 5HPDUN ��

N�$ En %�QN  N$QN N%QN ����E�

IRU HYHU\ QRQQHJDWLYH LQWHJHU Q� 7KXV LI N$QN  N$NQ DQG N%QN  N%NQ� WKHQ

N�$ En %�QN  N$QN N%QN  N$NQN%NQ  
b
N$N N%N

cQ
 N$ En %NQ

IRU HYHU\ QRQQHJDWLYH LQWHJHU Q�

3URSRVLWLRQ �� ,I $ LQ %>+@ DQG % LQ %>. @ DUH VXEQRUPDO� WKHQ VR LV WKHLU WHQVRU

SURGXFW $ En % LQ + En . �

3URRI� /HW $ DQG % EH VXEQRUPDO RSHUDWRUV� DQG OHW 1 DQG 0 EH WKH QRUPDO
H[WHQVLRQV RI $ DQG %�

1  

v
$ ;

2 <

w
DQG 0  

v
% :

2 =

w
�

$FFRUGLQJ WR �����

1 En 0  

v
$ ;

2 <

w
En 0  

v
$ En 0 ; �

2 < �

w
�

1RZ UHFDOO IURP ���� WKDW WKH WHQVRU SURGXFW RI D SDLU RI RSHUDWRUV LV XQLWDULO\
HTXLYDOHQW FRPPXWDWLYH ZKLFK WRJHWKHU ZLWK ���� LPSOLHV ����� DQG WKHUHIRUH�
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$ En 0  $ En
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+HQFH

1 En 0 | 
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v
$ En % : �
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w
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2 < �
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6LQFH� E\ 3URSRVLWLRQ ��G�� 1 En 0 LV QRUPDO� DQG VLQFH QRUPDOLW\ LV SUHVHUYHG
XQGHU XQLWDU\ HTXLYDOHQFH� LW IROORZV WKDW $ En % LV VXEQRUPDO�

5HPDUN �� 7KH SURRI RI 3URSRVLWLRQ �� HQVXULQJ VXEQRUPDOLW\ RI WKH WHQVRU SURG�
XFW RI VXEQRUPDO RSHUDWRUV� IROORZHG D SDWK WKDW LV GLoHUHQW IURP WKDW LQ WKH SURRI
RI 3URSRVLWLRQ � �ZKLFK UHOLHV RQ WKH FRQFHSW RI DGMRLQW�� 7KH VDPH KDSSHQV ZLWK
RWKHU SURSHUWLHV� QRW RQO\ ZLWK WHQVRU SURGXFWV� )RU LQVWDQFH� LW DOVR KDSSHQV ZLWK
GLUHFW VXPV RI VXEQRUPDO RSHUDWRUV� ,QGHHG� UHFDOO WKDW �FI� >�� S� ��@�� LI

v
$ ;

2 <

w
LQ %>+j+�@ DQG

v
% :

2 =

w
LQ %>. j . �@

DUH QRUPDO� WKHQ ;;e  $e$b$$e� ;e;  < < eb < e< � ;< e  $e;� DQG
VLPLODUO\� :: e  %e% b%%e� : e:  ==eb =e=� :=e  %e: � 7KLV LPSOLHV
WKDW WKH RSHUDWRU EHORZ� ZKLFK LV PDGH XS RI GLUHFW VXPV� DOVR LV QRUPDO�

�
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$ 2 ; 2

2 % 2 :

2 2 < 2

2 2 2 ;

�
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v
$j% ; j:

2 < j =

w
LQ %>+j . j+� j . �@�

7KXV $j% LV VXEQRUPDO ZKHQHYHU $ DQG % DUH�

7KLV FDQ EH JHQHUDOL]HG� ,I HDFK
v
%N :N

2 =N

w
LQ %>. N j . �

N@

LV QRUPDO� WKHQ WKH RSHUDWRU EHORZ LV VWLOO QRUPDO�
v/

N %N

/
N :N

2
/

N =N

w
LQ %

d/
N . N j

/
N .

�
N

e
�

7KXV D FRXQWDEOH GLUHFW VXP
/

N %N RI VXEQRUPDO RSHUDWRUV %N LV VXEQRUPDO�

1RZ VXSSRVH + LV VHSDUDEOH �VR WKDW� LI LW LV LQpQLWH�GLPHQVLRQDO� WKHQ ZH PD\
LGHQWLI\ +  C �� �� $FFRUGLQJ WR 5HPDUN ��

, En %  

�
#

%

%
� � �

�
$  

0
N
% LQ %

d/
N .

e
�

ZKLFK LV VXEQRUPDO ZKHQHYHU % LV� 7KLV FDQ EH WULYLDOO\ H[WHQGHG IURP WKH LGHQWLW\
WR DQ\ GLDJRQDO RSHUDWRU �DQG KHQFH WR DQ\ GLDJRQDOL]DEOH RSHUDWRU�� ,Q SDUWLFXODU�
WKLV FDQ EH H[WHQGHG WR DQ\ RUWKRJRQDO SURMHFWLRQ� ,QGHHG� DQ\ RUWKRJRQDO SURMHF�
WLRQ 3 FDQ EH GHFRPSRVHG DV 3  , j2 RQ +  5�3 �j 1 �3 �� ZKHUH 5�3 � LV
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WKH UDQJH RI 3 DQG 1 �3 � LV WKH QXOO VSDFH �NHUQHO� RI 3 � VR WKDW ,  3 M5 �3 � DQG
2  3 M 1 �3 �� 7KHUHIRUH� E\ 5HPDUN � DJDLQ�

3 En %  �,j2� En %  
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%%%%%%%#
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� � �

2

2
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�
&&&&&&&$

 
0

N
%j

0
C
2  

0
N
%j2�

ZKLFK LV VXEQRUPDO ZKHQHYHU % LV� 7KXV WKH DERYH UHVXOW H[WHQGV QDWXUDOO\ WR
FRPSDFW QRUPDO RSHUDWRUV E\ WKH 6SHFWUDO 7KHRUHP �DFFRUGLQJ WR 5HPDUN �� DQG
VR XQGHU WKH DVVXPSWLRQ WKDW + LV VHSDUDEOH�� /HW 1  

/
N yN 3N EH WKH VSHFWUDO

GHFRPSRVLWLRQ RI D FRPSDFW QRUPDO RSHUDWRU 1 RQ+� ZLWK IyNJ  �3 �1� GHQRWLQJ
WKH SRLQW VSHFWUXP RI 1 �L�H�� WKH VHW RI DOO HLJHQYDOXHV RI 1�� VR WKDW

1 En %  
t0

N
yN 3N

u
En %  

0
N
yN �3N En %��

:H PD\ SURFHHG IRUPDOO\ WR H[WHQG WKH DERYH UHVXOW IURP FRPSDFW QRUPDO WR SODLQ
QRUPDO RSHUDWRUV� DJDLQ E\ WKH 6SHFWUDO 7KHRUHP �DQG VWLOO DFFRUGLQJ WR 5HPDUN
�� WKXV XQGHU WKH DVVXPSWLRQ WKDW + LV VHSDUDEOH�� /HW 1  

/
y � ��1� y3y EH

WKH VSHFWUDO GHFRPSRVLWLRQ RI D QRUPDO RSHUDWRU 1 RQ + �ZLWK ��1� GHQRWLQJ WKH
VSHFWUXP RI 1� VR WKDW

1 En %  
t0

y � ��1�
y3y

u
En %  

0
y � ��1�

y �3y En %��

7KXV 1 En % LV VXEQRUPDO ZKHQHYHU % LV VXEQRUPDO DQG 1 LV QRUPDO� 7KHUHIRUH�
VWLOO XQGHU WKH DVVXPSWLRQ WKDW + LV VHSDUDEOH� 5HPDUN � VD\V WKDW LI WKH VXEQRUPDO

$ RQ + KDV D QRUPDO H[WHQVLRQ 1  
b
$ ;

2 <

c
DFWLQJ RQ D VHSDUDEOH VSDFH� WKHQ

1 En %  

v
$ ;

2 <

w
En %  

v
$ En % ; �

2 < �

w

LV VXEQRUPDO� DQG KHQFH LW KDV D QRUPDO H[WHQVLRQ� VD\

v
1 En % ; ��

2 < ��

w
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v
$ En % ; �

2 < �

w
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�
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ZKLFK LV D QRUPDO H[WHQVLRQ IRU $ En % WRR� DQG VR $ En % LV VXEQRUPDO� 7KLV OHDGV
WR DQ DOWHUQDWH SURRI IRU 3URSRVLWLRQ � ZKLFK LV HQWLUHO\ EDVHG RQ 5HPDUN �� DQG
KHQFH UHVWULFWHG WR WKH DVVXPSWLRQ WKDW + LV VHSDUDEOH

3URSRVLWLRQV � DQG � H[KLELWHG VRPH FODVVHV RI RSHUDWRUV WKDW� DV LW LV ZHOO NQRZQ�
DUH SUHVHUYHG ZKHQ WDNLQJ WKH WHQVRU SURGXFW� 7KH FRQYHUVH WR PDQ\ RI WKRVH VWDWH�
PHQWV DOVR KROGV WUXH� ,I $ En % LV HLWKHU QRUPDO� TXDVLQRUPDO� VXEQRUPDO RU K\SR�

QRUPDO� WKHQ VR DUH ERWK $ DQG % �LI WKH\ DUH QRQ]HUR� >��@� 0RUHRYHU� WKLV KDV EHHQ
YHULpHG IRU RWKHU FODVVHV RI FORVH WR QRUPDO RSHUDWRUV� )RU LQVWDQFH� S�K\SRQRUPDOLW\
>�@� TXDVL�S�K\SRQRUPDOLW\� Z�K\SRQRUPDOLW\ DQG ORJ�K\SRQRUPDOLW\ >�@� DV ZHOO DV
SRVLQRUPDOLW\ >��@� DUH DOVR SUHVHUYHG ZKHQ WDNLQJ WHQVRU SURGXFWV� +RZHYHU� VXFK
D SUHVHUYDWLRQ PD\ IDLO IRU VRPH LPSRUWDQW FODVVHV RI RSHUDWRUV� ,QGHHG� WKHUH H[LVW
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SDUDQRUPDO RU VSHFWUDORLG RSHUDWRUV $ DQG % IRU ZKLFK $ En % LV QRW SDUDQRUPDO
RU VSHFWUDORLG� 7KDW LV� WKH SURSHUWLHV RI EHLQJ HLWKHU SDUDQRUPDO RU VSHFWUDORLG DUH
QRW SUHVHUYHG ZKHQ WDNLQJ WHQVRU SURGXFWV >��� SS� �������@�

7HQVRU SURGXFWV RI RSHUDWRUV FRPSULVH D PRVW XVHIXO ZD\ IRU SURYLGLQJ H[DPSOHV
DQG FRXQWHUH[DPSOHV �H�J�� VHH >��� 6HFWLRQ �@�� 2QH RI WKH PDLQ UHDVRQV IRU WKDW
FRPHV IURP WKH IDFW WKDW ��$ En %�  ��$���%� _ WKH VSHFWUXP RI $ En % LV WKH
SURGXFW RI WKH VSHFWUD RI $ DQG % >�@ �VHH DOVR >��@�� ,Q SDUWLFXODU� WKH pUVW H[DPSOH
RI D VWURQJO\ VWDEOH RSHUDWRU WKDW LV QRW VLPLODU WR DQ\ FRQWUDFWLRQ ZDV REWDLQHG
LQ >�@ E\ PHDQV RI WKH WHQVRU SURGXFW 6e En ) RQ C �� En �C �� j C �� �  C �� �C

�
� j C �� � RI

WKH DGMRLQW RI WKH FDQRQLFDO XQLODWHUDO VKLIW 6e RQ C �� ZLWK WKH )RJXHO RSHUDWRU )
RQ C �� j C �� �VHH >�� 6HFWLRQ ���@�� )RU D GLVFXVVLRQ RQ VWDELOLW\ IRU WHQVRU SURGXFWV
RI +LOEHUW VSDFH RSHUDWRUV VHH >�@ DQG >��@�
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