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$EVW U DF W � $ E LODWHU DO VK LIW 8 RQ D + LOE HU W VS DFH + LQ G X FHV DQ RU WK RJRQ DO
G HFRP S RVLWLRQ RI + FRQ VLVWLQ J RI U HG X FLQ J VX E VS DFHV RQ Z K LFK HDFK G LU HFW
VX P P DQ G RI 8 LV D E LODWHU DO VK LIW RI P X OWLS OLFLW\ RQ H� 7 K LV H[ WHQ G V WR D X Q LWDU \
RS HU DWRU WK DW K DV D JHQ HU DWLQ J Z DQ G HU LQ J VX E VS DFH� ,W LV VK RZ Q WK DW LI 8

LV X Q LWDU \ DQ G : LV 8�Z DQ G HU LQ J� WK HQ WK H VS DQ RI DOO LP DJHV RI : X Q G HU
WK H LQ WHJU DO S RZ HU V RI 8 LV X Q LWDU LO\ HT X LY DOHQ W WR D G LU HFW VX P RI U HG X FLQ J
VX E VS DFHV JHQ HU DWHG E \ RQ H�G LP HQ VLRQ DO VS DFHV� 7 K LV \ LHOG V D G RX E OH LQ G H[ HG
RU WK RQ RU P DO E DVLV� DQ G K HQ FH D E DVLV Z LWK D ?)X E LQ L�OLN H� S U RS HU W\ � Z K HU H VX P �
P DWLRQ RU G HU FDQ E H LQ WHU FK DQ JHG � 7 K H FDVH RI LU U HG X FLE OH�LQ Y DU LDQ W VX E VS DFHV
LV DOVR FRQ VLG HU HG �

�� ,QW U RGXF W LRQ

7KURXJKRXW WKLV SDSHU + LV D �FRPSOH[� LQpQLWH�GLPHQVLRQDO EXW QRW QHFHVVDULO\
VHSDUDEOH� +LOEHUW VSDFH� %\ D VXEVSDFH ZH PHDQ D FORVHG OLQHDU PDQLIROG RI +�
/HW 8 EH DQ RSHUDWRU RQ + �L�H�� D ERXQGHG OLQHDU WUDQVIRUPDWLRQ RI + LQWR LWVHOI��
5HFDOO WKDW DQ LQYHUWLEOH RSHUDWRU 8 LV RQH WKDW KDV D ERXQGHG LQYHUVH 8b�� $ XQL�
WDU\ RSHUDWRU LV DQ LQYHUWLEOH LVRPHWU\ �RU� HTXLYDOHQWO\� DQ LVRPHWU\ 8 VXFK WKDW
8e  8b�� ZKHUH 8e LV WKH DGMRLQW RI 8 _ LVRPHWULHV SUHVHUYH LQQHU SURGXFW��
$OVR UHFDOO WKDW WKH �OLQHDU� VSDQ RI D VXEVHW $ RI +� GHQRWHG E\ VSDQ$� LV WKH
OLQHDU PDQLIROG RI + FRQVLVWLQJ RI DOO �pQLWH� OLQHDU FRPELQDWLRQV RI YHFWRUV LQ $�
LWV FORVXUH LV D VXEVSDFH RI +� XVXDOO\ GHQRWHG E\

:

$� /HW = GHQRWH WKH VHW RI DOO
LQWHJHUV�

3URSRVLWLRQ �� 7DNH DQ\ VHW $ RI YHFWRUV LQ + DQG OHW P EH DQ DUELWUDU\ LQWHJHU

LQ =� ,I 8 LV DQ LQYHUWLEOH RSHUDWRU RQ +� WKHQ

8P
B

$  
B

8P$�

3URRI� 6LQFH 8 LV LQYHUWLEOH� 8P LV ZHOO�GHpQHG IRU DQ\ �SRVLWLYH� QHJDWLYH RU QXOO�
LQWHJHU P DQG� VLQFH 8P LV FRQWLQXRXV�

8P�VSDQ$�b v �8PVSDQ$�b

�VHH H�J�� >�@� 3UREOHP ������ 0RUHRYHU�
b

8P�VSDQ$�b�b  8P�VSDQ$�b

EHFDXVH 8bP LV FRQWLQXRXV �VR WKDW LQYHUVH LPDJH RI FORVHG VHWV DUH FORVHG�� 7KXV

' DW H� $ S U LO �����
���� 0DW KHPDW LFV 6 XEMHFW & ODVVLpFDW LRQ � ��$ ��� ��$ ���
. H\ Z RU GV DQ G SKU DVHV� : DQ G HU LQ J VX E VS DFHV� G HFRP S RVLWLRQ V� X Q LWDU \ RS HU DWRU V�
6 X S S RU WHG LQ S DU W E \ % U D]LOLDQ 1 DWLRQ DO 5HVHDU FK & RX Q FLO �& 1 3 T ��

�
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8P�VSDQ$�b v �8PVSDQ$�b v �8P�VSDQ$�b�b  8P�VSDQ$�b�

DQG KHQFH
8P�VSDQ$�b  �8PVSDQ$�b�

%XW 8P LV OLQHDU DQG VSDQ$ FRQVLVWV RI pQLWH OLQHDU FRPELQDWLRQV� 7KHUHIRUH�

8PVSDQ$  VSDQ �8P$��

7KH DERYH WZR LGHQWLWLHV FORVH WKH SURRI� 8P�VSDQ$�b  �VSDQ �8P$��b�

'HpQLWLRQ �� $ VXEVSDFH : RI + LV D ZDQGHULQJ VXEVSDFH IRU DQ RSHUDWRU 8 RQ
+ �RU D 8 �ZDQGHULQJ VXEVSDFH� LI LW LV RUWKRJRQDO WR LWV LPDJHV XQGHU DOO SRVLWLYH
SRZHUV RI 8 � WKDW LV�

: " 8N : IRU HYHU\ LQWHJHU Ny��

$ YHFWRU [ LQ + LV D ZDQGHULQJ YHFWRU IRU 8 �RU D 8 �ZDQGHULQJ YHFWRU� LI WKH
RQH�GLPHQVLRQDO VXEVSDFH VSDQ I[J LV 8 �ZDQGHULQJ�

/HW b EH DQ DUELWUDU\ �QRW QHFHVVDULO\ FRXQWDEOH� LQGH[ VHW� 7KURXJKRXW WKH
SDSHU P DQG Q DUH DUELWUDU\ LQGLFHV LQ =� DQG o DQG p DUH DUELWUDU\ LQGLFHV LQ b�
8QOHVV RWKHUZLVH VWDWHG� VXPV DQG VSDQV DUH VXSSRVHG WR UXP RYHU = LI LQGH[HG
E\ P� RU RYHU b LI LQGH[HG E\ o �XQFRXQWDEOH VXPV DUH GHpQHG DV XVXDO� VHH� IRU
LQVWDQFH� >�@ RU >�@��

3URSRVLWLRQ �� ,I 8 LV D XQLWDU\ RSHUDWRU� WKHQ : LV 8�ZDQGHULQJ LI DQG RQO\ LI

8P: " 8Q : ZKHQHYHU P � Q�

3URRI� /HW 8 EH XQLWDU\ DQG WDNH DUELWUDU\ LQWHJHUV P DQG Q LQ =� 6LQFH 8 LV LQ�
YHUWLEOH DQG LWV LQYHUVH DOVR LV XQLWDU\� LW IROORZV WKDW 8P LV XQLWDU\� 5HFDOO WKDW D
XQLWDU\ RSHUDWRU SUHVHUYHV LQQHU SURGXFW� 7KXV� IRU DQ\ VXEVSDFHV : DQG0 RI +�

: " 0 �� 8P: " 8P0�

7KHQ� IRU HDFK LQWHJHU Ny�� : " 8N : LI DQG RQO\ LI 8P: " 8P� N : VR WKDW

: " 8N : �� 8P: " 8Q :

ZKHQHYHU P � Q�

/HW IHoJ EH DQ RUWKRJRQDO VHW RI XQLW YHFWRUV LQ+ LQGH[HG E\ b�:LWK
:

GHQRWLQJ
FORVXUH RI VSDQ � DV XVXDO� SXW

: �  
B

o

Ho  
b

VSDQ IHoJo� b

cb
�

WKH VXEVSDFH RI + VSDQQHG E\ WKH RUWKRQRUPDO VHW IHoJ� (TXLYDOHQWO\� WDNH DQ\
VXEVSDFH : � RI + DQG OHW IHoJ EH DQ RUWKRQRUPDO EDVLV IRU : � �FDUGLQDOO\ RI b LV
WKH RUWKRJRQDO GLPHQVLRQ RI : ���

3URSRVLWLRQ �� ,I 8 LV XQLWDU\ DQG : � LV 8�ZDQGHULQJ� WKHQ

8PHo " 8QHp

IRU DOO GLVWLQFW SDLUV RI LQGLFHV �P�o� DQG �Q� p� �L�H�� ZKHQHYHU �P�o� � �Q� p���
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3URRI� ,I 8 LV XQLWDU\� WKHQ Ho " Hp LPSOLHV 8
PHo " 8PHp ZKHQHYHU o � p� ,W LV

FOHDU WKDW 8PHo OLHV LQ 8P: �� 7KXV� LI 8 LV XQLWDU\ DQG : � LV 8 �ZDQGHULQJ� WKHQ
3URSRVLWLRQ � HQVXUHV WKDW 8PHo " 8QHp ZKHQHYHU P � Q�

�� 0 DLQ 5HVXO W

6XSSRVH 8 LV DQ LQYHUWLEOH RSHUDWRU RQ + DQG WDNH WKH IDPLO\ RI RSHUDWRUV I8PJ
LQGH[HG E\ =� )RU HDFK o LQ b FRQVLGHU WKH VXEVSDFH RI + VSDQQHG E\ DOO LPDJHV
RI Ho XQGHU WKH LQWHJUDO SRZHUV RI 8 �

+o  
B

P

8PHo�

ZKLFK LV VHSDUDEOH �VSDQQHG E\ D FRXQWDEOH VHW�� ,Q WKLV FDVH ZH VD\ WKDW +o LV
JHQHUDWHG E\ WKH RQH�GLPHQVLRQDO VSDFH VSDQ IHoJ� ,I 8 LV XQLWDU\� WKHQ HDFK +o

UHGXFHV 8 � ,QGHHG� HDFK +o LV LQYDULDQW IRU HYHU\ LQWHJUDO SRZHU RI 8 DQG� VLQFH
8e  8b�� HDFK +o LV LQYDULDQW IRU 8 DQG 8e� WKDW LV� HDFK +o UHGXFHV 8 �

/HPPD �� 7KH DVVHUWLRQV EHORZ DUH HTXLYDOHQW�

�D� 8PHo " 8QHp ZKHQHYHU o � p�

�E� +o " +p ZKHQHYHU o � p�

1RZ FRQVLGHU WKH IROORZLQJ IXUWKHU DVVHUWLRQV�

�F� 8 LV XQLWDU\ DQG : � LV 8�ZDQGHULQJ�

�G� 8 LV XQLWDU\ DQG HDFK Ho LV 8�ZDQGHULQJ�

&ODLP� �F� LPSOLHV �D� DQG �D�G� LPSOLHV �F��

3URRI� 6XSSRVH o � p� ,I 8PHo " 8QHp IRU HYHU\ Q� WKHQ 8PHo "
:

Q 8
QHp �

ZKLFK LPSOLHV WKDW
:

P 8PHo "
:

Q 8
QHp �UHDVRQ� LQQHU SURGXFW LV OLQHDU LQ WKH

pUVW DUJXPHQW DQG FRQWLQXRXV�� 7KHUHIRUH �D� LPSOLHV �E�� &RQYHUVHO\� LI +o " +p �
WKHQ 8PHo " 8QHo VLQFH 8

PHo � +o DQG 8QHp � +p � +HQFH �E� LPSOLHV �D�� $QG
�F� LPSOLHV �D� E\ 3URSRVLWLRQ �� 1RZ VXSSRVH �D� KROGV DQG 8 LV XQLWDU\� 7KXV
Ho " 8PHp IRU HYHU\ P� ,I HDFK Ho LV 8 �ZDQGHULQJ� WKHQ Ho " 8NHp IRU HYHU\ Ny�
HYHQ LI o  p� 7KHUHIRUH� : �  

:

o Ho " 8NHp IRU DOO p ZKHQHYHU Ny� VR WKDW
: � "

:

p 8
NHp IRU HYHU\ Ny�� %XW 3URSRVLWLRQ � VD\V WKDW WKLV LV HTXLYDOHQW WR

: � " 8N
:

p Hp  8N : � IRU HYHU\ Ny�� WKDW LV� : � LV 8 �ZDQGHULQJ� 2XWFRPH�

�D�G� LPSOLHV �F��

/HW : P EH WKH LPDJH : � XQGHU 8
P�

: P  8P: �  8P
B

o

Ho�

6LQFH 8 LV LQYHUWLEOH� HDFK : P LV D VXEVSDFH RI + �UHDVRQ� LI 8 LV LQYHUWLEOH� WKHQ
8bP LV FRQWLQXRXV DQG : P LV WKH LQYHUVH LPDJH RI WKH VXEVSDFH : � XQGHU 8

bP��
0RUHRYHU �3URSRVLWLRQ ��� LI 8 LV LQYHUWLEOH� WKHQ : P  

:

o 8PHo� )XUWKHUPRUH
�3URSRVLWLRQ ��� LI 8 LV XQLWDU\� WKHQ : � LV 8 �ZDQGHULQJ LI DQG RQO\ LI

: P " : Q ZKHQHYHU P � Q�

7KHRUHP �� ,I 8 LV XQLWDU\ DQG : � LV 8�ZDQGHULQJ� WKHQ
0

P

: P  
0

o

+o�
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3URRI� )LUVW UHFDOO WKDW LI I0qJ LV DQ\ LQGH[HG IDPLO\ RI SDLUZLVH RUWKRJRQDO VXE�
VSDFHV RI +� WKHQ WKHLU GLUHFW VXP �WKH +LOEHUW VSDFH FRQVLVWLQJ RI DOO VTXDUH�
VXPPDEOH IDPLOLHV RI YHFWRUV LQ + ZLWK HDFK YHFWRU LQ HDFK0q� LV XQLWDULO\ HTXLY�
DOHQW WR WKHLU WRSRORJLFDO VXP� WKDW LV�

0

q

0q
| 

t

;

q

0q

ub

 
B

q

0q �

ZKHUH | VWDQGV IRU XQLWDU\ HTXLYDOHQFH� )URP QRZ RQ VXSSRVH 8 LV XQLWDU\ DQG
: � LV 8 �ZDQGHULQJ� 7KXV : P " : Q ZKHQHYHU P � Q DFFRUGLQJ WR 3URSRVLWLRQ ��
7KHUHIRUH �FI� 3URSRVLWLRQ ���

0

P

: P
| 

B

P

: P  
B

P

B

o

8PHo�

2Q WKH RWKHU KDQG� /HPPD � HQVXUHV WKDW +o " +p ZKHQHYHU o � p� DQG KHQFH

0

o

+o
| 

B

o

+o  
B

o

B

P

8PHo�

1RZ VHW IP�o  8PHo DQG REVHUYH IURP 3URSRVLWLRQ � WKDW IIP�oJ LV DQ RUWKRQRU�
PDO VHW LQGH[HG E\ =d b� &RQVLGHU WKH +LOEHUW VSDFH

:

P�o IP�o VSDQQHG E\ WKLV

RUWKRQRUPDO VHW VR WKDW IIP�oJ LV DQ RUWKRQRUPDO EDVLV IRU LW� %\ XQFRQGLWLRQDO
FRQYHUJHQFH RI WKH )RXULHU VHULHV ZH JHW

B

P

B

o

8PHo  
B

P

B

o

IP�o  
B

P�o

IP�o  
B

o

B

P

IP�o  
B

o

B

P

8PHo�

6LQFH XQLWDULO\ HTXLYDOHQFH LV WUDQVLWLYH�

0

P

: P
| 

0

o

+o�

ZKLFK FRPSOHWHV WKH SURRI E\ ZULWLQJ  IRU | DV XVXDO�

6XSSRVH 8 LV D XQLWDU\ RSHUDWRU RQ + DQG : LV D ZDQGHULQJ VXEVSDFH IRU 8 � ,I
WKH IDPLO\ RI RUWKRJRQDO �FI� 3URSRVLWLRQ �� VXEVSDFHV I8P: J VSDQ WKH ZKROH VSDFH
+� �L�H�� LI+  

/

P8P: �� WKHQ ZH VD\ WKDW : LV D JHQHUDWLQJ ZDQGHULQJ VXEVSDFH�
7KXV 7KHRUHP � VD\V WKDW LI : � LV D JHQHUDWLQJ ZDQGHULQJ VXEVSDFH IRU D XQLWDU\ 8 �
WKHQ + DGPLWV DQ RUWKRJRQDO GLUHFW VXP GHFRPSRVLWLRQ +  

/

o +o FRQVLVWLQJ RI
UHGXFLQJ VXEVSDFHV VR WKDW WKH XQLWDU\ RSHUDWRU 8 LV GHFRPSRVHG DV 8  

/

o 8 M+ � �
ZKHUH HDFK 8 M+ � LV XQLWDU\ �GLUHFW VXPPDQG RI D XQLWDU\� DFWLQJ RQ WKH VXEVSDFH
+o  

:

P 8PHo JHQHUDWHG E\ WKH RQH�GLPHQVLRQDO VXEVSDFH VSDQ IHoJ� +HQFH� LI
WKH 8 �ZDQGHULQJ VXEVSDFH : � LV JHQHUDWLQJ� WKHQ WKH RUWKRQRUPDO VHW IIP�oJ ZLWK
IP�o  8PHo LV D GRXEOH LQGH[HG RUWKRQRUPDO EDVLV IRU +� DQG VR �)RXULHU VHULHV�

[  
;

P

;

o

K[ � IP�oLIP�o  
;

P�o

K[ � IP�oLIP�o  
;

o

;

P

K[ � IP�oLIP�o

IRU HYHU\ [ LQ + �ZKHUH K � L GHQRWHV WKH LQQHU SURGXFW RQ +�� 'RXEOH LQGH[HG RU�
WKRQRUPDO EDVHV \LHOG D ?)XELQL�OLNH� SURSHUW\ DOORZLQJ WKDW VXPPDWLRQ RUGHU EH
LQWHUFKDQJHG� ZKLFK KDV VKRZQ XVHIXO LQ ZDYHOHWV WKHRU\ �VHH 3URSRVLWLRQ � LQ >��@��
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�� $SSO LF DW LRQV

7KHUH DUH VRPH DOWHUQDWLYH �EXW HTXLYDOHQW� ZD\V RI GHpQLQJ ELODWHUDO VKLIWV RQ D
+LOEHUW VSDFH �VHH H�J�� >�@� >�@� >�@� >�@� >�@� >��@�� 2QH RI WKHP JRHV DV IROORZV� $Q
RSHUDWRU 8 DFWLQJ RQ D +LOEHUW VSDFH + LV D ELODWHUDO VKLIW LI WKHUH H[LVWV DQ LQpQLWH
IDPLO\ I: PJ LQGH[HG E\ = RI QRQ]HUR SDLUZLVH RUWKRJRQDO VXEVSDFHV RI+ VXFK WKDW
+  

/

P : P �L�H�� WKH RUWKRJRQDO IDPLO\ I: PJ VSDQV +� DQG 8 PDSV HDFK : P

LVRPHWULFDOO\ RQWR : P� �� 7KLV HQVXUHV WKDW 8 M : � � : P � : P� � LV D VXUMHFWLYH
LVRPHWU\ �L�H�� D XQLWDU\ WUDQVIRUPDWLRQ� VR WKDW WKH VXEVSDFHV : P DUH DOO XQLWDULO\
HTXLYDOHQW DQG WKHLU FRPPRQ GLPHQVLRQ LV WKH PXOWLSOLFLW\ RI 8� ,W LV UHDGLO\ YHULpHG
WKDW 8 LV XQLWDU\ DQG : � LV 8 �ZDQGHULQJ� 7KHUHIRUH� : � LV D JHQHUDWLQJ ZDQGHULQJ
VXEVSDFH IRU 8� DQG WKH PXOWLSOLFLW\ RI 8 LV SUHFLVHO\ WKH RUWKRJRQDO GLPHQVLRQ RI
: �� 2EVHUYH WKDW : � LV VHSDUDEOH LI DQG RQO\ LI + LV� DQG UHFDOO WKDW D VKLIW RI
PXOWLSOLFLW\ z �ZKHUH z LV DQ\ FDUGLQDO QXPEHU� LV WKH GLUHFW VXP RI z VKLIWV RI
PXOWLSOLFLW\ RQH� +HUH LV D VWUDLJKWIRUZDUG FRUROODU\ RI 7KHRUHP ��

&RUROODU\ �� 6XSSRVH 8 LV D ELODWHUDO VKLIW DFWLQJ RQ D +LOEHUW VSDFH +� /HW IHoJ
EH DQ RUWKRQRUPDO EDVLV IRU : � LQGH[HG E\ b� 7KHQ �D� + DGPLWV WKH GHFRPSRVLWLRQ

+  
0

o

+o�

ZKHUH HDFK +o  
:

P 8PHo �D VHSDUDEOH VXEVSDFH RI + JHQHUDWHG E\ WKH RQH�GLPHQ�

VLRQDO VSDFH VSDQ IHoJ� UHGXFHV 8 VR WKDW

8  
0

o

8o�

ZLWK 8o  8 M+ � � 0RUHRYHU� �E� HDFK 8o LV D ELODWHUDO VKLIW RI PXOWLSOLFLW\ RQH

DFWLQJ RQ +o�

3URRI� 3DUW �D� LV DQ LPPHGLDWH FRQVHTXHQFH RI 7KHRUHP �� DQG SDUW �E� LV UHDGLO\
YHULpHG RQFH 8oIP�o  8P� �Ho  IP� ��o IRU HYHU\ P LQ =� 7KXV HDFK 8o VKLIWV
WKH =�LQGH[HG RUWKRQRUPDO EDVLV IIP�oJ IRU HDFK+o� DQG WKHUHIRUH 8o LV D ELODWHUDO
VKLIW RI PXOWLSOLFLW\ RQH RQ +o�

&RQVLGHU WKH DERYH VHWXS ZKHUH 8 LV D ELODWHUDO VKLIW RQ + DQG : �  
:

o Ho LV
D JHQHUDWLQJ ZDQGHULQJ VXEVSDFH IRU 8 � 5HFDOO WKDW : P  8P: � DQG SXW

+ �  
B

N � 1 �

: N�

1� LV WKH VHW RI DOO QRQQHJDWLYH LQWHJHUV� 7KLV LV D VXEVSDFH RI + VSDQQHG E\ WKH
RUWKRJRQDO �: P " : Q IRUP � Q� VHTXHQFH RI VXEVSDFHV I: NJ� 7KXV ZH PD\ ZULWH

+ �  
0

N � 1 �

: N�

,W LV NQRZQ IURP >�@ WKDW + �  
:

N � 1 �
8N : � LV DQ LUUHGXFLEOH�LQYDULDQW VXEVSDFH

IRU 8 �ZKLFK PHDQV WKDW + � LV 8 �LQYDULDQW EXW QRW 8e�LQYDULDQW� DQG� FRQYHUVHO\�
LI 0 LV DQ LUUHGXFLEOH LQYDULDQW VXEVSDFH IRU 8� WKHQ WKHUH H[LVWV D ZDQGHULQJ VXE�

VSDFH : IRU 8 VXFK WKDW 0  
:

N � 1 �
8N : � 1RZ� IRU HDFK o LQ b� VHW

+ �
o  

B

N � 1 �

8NHo�
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(DFK + �
o LV D VHSDUDEOH �VSDQQHG E\ D FRXQWDEOH VHW� VXEVSDFH RI + JHQHUDWHG E\

WKH RQH�GLPHQVLRQDO VSDFH VSDQ IHoJ� ZKLFK LV FOHDUO\ 8 �LQYDULDQW� %XW QRQH RI
WKHP UHGXFHV 8 �L�H�� QRQH RI WKHP LV 8e�LQYDULDQW�� ,QGHHG� VLQFH 8e LV LQYHUWLEOH
DQG I8PHoJ LV DQ RUWKRQRUPDO VHW �FI� 3URSRVLWLRQV � DQG ���

8e+ �
o  

B

N � 1 �

8e8NHo  
B

N � 1 �

8Nb�Ho | 
0

N � 1 �

8Nb�Ho  8eHoj
0

N � 1 �

8NHo | 8eHoj+ �
o

DQG VR 8e+ �
o �v + �

o �VLQFH 8
eHo � ��� &RQVLGHU WKH IDPLO\ I+ �

oJ LQGH[HG E\ b�

&RUROODU\ �� I+ �
oJ LV D IDPLO\ RI SDLUZLVH RUWKRJRQDO LUUHGXFLEOH�LQYDULDQW VXE�

VSDFHV IRU 8 ZKLFK GHFRPSRVHV WKH LUUHGXFLEOH�LQYDULDQW VXEVSDFH + � �

+ �  
0

o

+ �
o �

3URRI� IHoJ LV DQ RUWKRQRUPDO EDVLV IRU : �� ,W IROORZV E\ 3URSRVLWLRQ � WKDW I8
NHoJ

LV DQ RUWKRJRQDO IDPLO\ RI YHFWRUV� DQG VR I+ �
oJ LV DQ RUWKRJRQDO IDPLO\ RI VXEVSDFHV

�VHH SURRI RI /HPPD ��� 0RUHRYHU� LW DOVR IROORZV WKDW + �  
:

N � 1 �
8N

:

o Ho� DQG

KHQFH + �  
:

N � 1 �

:

o 8NHo E\ 3URSRVLWLRQ �� %XW I8
NHoJ LV DQ RUWKRQRUPDO EDVLV

IRU WKH +LOEHUW VSDFH
:

N�o 8NHo� 7KXV WKH VDPH DUJXPHQW DV LQ SURRI RI 7KHRUHP

� �XQFRQGLWLRQDO FRQYHUJHQFH RI WKH )RXULHU VHULHV� \LHOGV WKH GHVLUHG UHVXOW� WKDW LV�
+ �  

:

o

:

N � 1 �
8NHo  

:

o+ �
o
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